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Abstract

Im Rahmen dieser Arbeit werden digitale Schaltungen fiir die Berechnung von
Quotienten und die Auswertung der Arkussinusfunktion entworfen und imple-
mentiert. Da diese fir die Entwicklung eines kompakten Winkelsensors bendtigt
werden , wird fiir die Realisierung der CORDIC-Algotihmus verwendet, welcher
die Umsetzung und die Funktionsauswertung mit geringem Hardwareaufwand
auf einem FPGA erlaubt. Fur die beiden Operationen wird in VHDL jewelils ein
Modul entworfen und simuliert und abschliefSend auf einem Testboard tiberpruft.
Durch die Simulation und die Tests wird die korrekte Funktion des Entwurfs sowie
dessen Genauigkeit bei der Berechnung tiber einen weiten Arbeitsbereich verifi-
ziert.

The scope of this thesis is the design and implementation of processors for the compu-
tation of quotients and the inverse sine function. These are required for the develop-
ment of a compact angle sensor. Hence, the CORDIC-algorithm is used for this task, be-
cause it allows the implementation of function evaluation with little hardware effort
on an FPGA. For each of the two operations, a module is designed and simulated in
VHDL and then checked on a test board. The simulation and the tests verify the cor-
rect function of the design and its accuracy in the calculation over a wide working
range.
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1 Einleitung

Winkelsensoren bzw. Drehgeber sind wichtige Sensortypen zur Erfassung geometri-
scher Grofen. Sie finden sich dort, wo Achsen drehen oder rotatorische in lineare Be-
wegung umgesetzt wird. Dies eroffnet einen weiten Anwendungsbereich, bspw. im
Maschinen- und Anlagenbau, Lager- und Fordertechnik, der Automobilindustrie, Ver-
packungsmaschinen, Robotik und Automationstechnik etc.[1] Fir die Realisierung
konnen unterschiedliche physikalische Konzepte herangezogen werden. Unter diesen
zeichnen sich optische Winkelsensoren im Allgemeinen durch eine genaue und berth-

rungslose Messung aus. [1]

Eine Neuentwicklung auf diesem Feld ist der sogenannte POLDI-Sensor. Das Akronym
POLDI steht fiir polarisierende Photodioden und beschreibt das zugrundeliegende
Messkonzept, bei dem die Stellung eines Polarisationsfilters durch Photodioden erfasst
wird. Dies ermdglicht einen ebenso genauen, wie kompakten und energieeffizienten
Sensor.[2] Der Aufbau des POLDI-Sensors ist in Abbildung 1 schematisch dargestellt.

Rotierendes
polfilter POLDI® adviCo |— -— —
—— e— _| Gain
| e Korrekour | Analog Digital-Konverter &
Fixiertes | “EPGA
R Fesdback
Lichtquelle CMOs |
offliter _ |
Photodiode I |phom(ﬂ)|
Q= ' prate ]
w ol T
Unpolarisierte \, Offset
Strahlung T Korrektur |
| —_—— FPGA
| Polarisierte | sin/cos
strahlug: = | Transimpedanz-Verstirker

Abbildung 1: Aufbau des ,,POLDI“-Winkelsensors [3]

Das rotierende Polarisationsfilter ist mit dem rotierenden Messobjekt gekoppelt und
polarisiert Licht, welches von einer Leuchtdiode emittiert wird. Somit entspricht der
Winkel der Polarisation der Winkelposition des Objekts. Zur Erfassung werden vier
Photodioden mit separaten CMOS-Polarisationsfiltern verwendet, wobei sich die Rich-
tung dieser Filter jeweils um 45° unterscheidet. Die Intensitat des Lichtes, welches auf
die einzelnen Photodioden einféllt, und damit der Photostrom, den sie abgeben, wird
durch die Stellung des rotierenden Polarisationsfilters bestimmt. Der Photostrom stellt
das eigentliche Messsignal dar, welches mittels eines Transimpedanzverstarkers auf
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die gewlnschte Spannung und anschlieffend durch einen Analog-Digital-Wandler
(ADC) transformiert und mithilfe eines Field Programmable Gate Array (FPGA) verar-
beitet wird.

Mathematisch gesehen, erfordert die Verarbeitung im FPGA zur Bestimmung des Win-
kels verschiedene mathematische Operationen, wie Multiplikation, Division oder die
Auswertung der trigonometrischen Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen. Im Rah-
men dieser Arbeit wird einer Teil der benotigten Funktionen fiir den FPGA implemen-

tiert und zwar die Berechnung von Quotienten und der Arkussinusfunktion.

Hierzu gibt es unterschiedliche Realisierungsmaoglichkeiten. Schwerpunkt ist wegen
der angestrebten Kompaktheit des POLDI-Sensors eine moglichst einfache und mit ge-
ringem Hardwareaufwand verbundene Losung. Daher wird der CORDIC-Algorithmus
fir die Realisierung der oben genannten mathematische Operationen verwendet, da
dieser die Umsetzung allein mithilfe von Addition/Subtraktion und Vierschiebeopera-
tionen erlaubt. Ziel der Arbeit ist es somit, die Berechnung von Division und des Ar-
kussinus mithilfe des CORDIC-Algortihmus in VHDL zu entwerfen und auf dem FPGA

zu implementieren.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen des CORDIC-Algorithmus er-
lautert. Ausgangspunkt ist die Beschreibung des grundlegenden Ansatzes zur Drehung
von Vektoren. Daran anschliefSend wird die Verallgemeinerung des Algorithmus auf
andere Vektoroperationen erlautert. Danach wird erortert, wie der Algorithmus ge-
nutzt werden kann, um diverse Funktionen zu berechnen. Den Abschluss der theoreti-
schen Darstellung bildet eine Diskussion der Vor- und Nachteile des Algorithmus in

der praktischen Anwendung.

2.1 Grundidee

Die Idee hinter dem CORDIC-Algorithmus besteht darin, die Phase einer komplexen
Zahl durch Multiplikation mit einer Folge konstanter Werte zu ,drehen®. Fur diese
Multiplikationen werden ausschliefSlich Faktoren verwendet, die eine Potenz der Zahl
2 sind. Dadurch lassen sich diese Multiplikationen in bindrer Arithmetik mit Verschie-
bungen und Additionen ausdriicken, wodurch der Schaltungsaufwand fiir die Reali-

sierung eines Multiplizierers vermieden wird.

Die Grundlage des CORDIC-Algorithmus ist die Rotation eines Vektors. Ausgangspunkt
ist die Darstellung der komplexen Zahlen in einem zweidimensionalen kartesischen
Koordinatensystem (Abbildung 2.1), wobei der Realteil auf der x-Achse und der Imagi-
narteil auf der y-Achse dargestellt wird.

yq A (Xq’yq)

Abbildung 2.1: Kartesisches Koordinatensystem mit dem Punkt (xq, )
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Ein Quellvektor (x4, y,) kann durch folgende Polarkoordinaten in diesem kartesischen
Koordinatensystem wie folgt beschrieben werden:
X,=T cos(a) (2.1)

yq:r-sin(a) . (2.2)

Wird der Ortsvektor um den Winkel ¢ gedreht (Abbildung 2.2.), dann ergibt sich der

neue Punkt (x,, y,) mit den Koordinaten:
xn:r-cos(a+go) (2.3)
y,=r-sin(a+e) . (2.4)

.yn N (Xn’_yn)

x,¥,)

i

i

i

i

i

i
X

n

Abbildung 2.2.: Rotation eines Punktes um den Winkel ¢

Durch Anwendung der Additionstheoreme fir Sinus und Kosinus und Substitution der
Definition der Ausgangskoordinaten nach Gleichung (2.1) und (2.2) folgt:[4] :

X,=r-cos (a)-cos (q))— r'sin(a)-sin(go)

:xq-cos(go)—yq-sin(qo) (2.5)

y,=r-cos (a)-sin((p)+ r-sin(a)-cos ((p) .

:xq-sin(q))+yq-cos (] (2.6)

Das bedeutet, dass die Koordinaten nach der Drehung lassen sich durch eine einfach
Linearkombination mithilfe der Winkelfunktionen sin(¢) und cos(¢) als Faktoren kal-
kulieren. Durch ein geschickte Wahl dieser Faktoren, kann die Berechnung der Dre-

hung deutlich vereinfacht werden. Dies wird im folgenden Abschnitt erldutert.
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2.2 Konzept und Grundgleichungen

Der CORDIC-Algorithmus wurde von Volder [5] einwickelt, um trigonometrische Funk-
tionen zu berechnen. Durch Walther[6] wurde er um die Moglichkeit erganzt, weitere
elementare Funktionen wie Logarithmus, die Exponentialfunktion und die Quadrat-

wurzel zu berechnen.

Ausgangspunkt fiir CORDIC-Algorithmen ist die zuvor erlauterte Berechnung der Rota-
tion eines Quellvektors (x,, y,). Mithilfe der Definition fiir den Tangens kann der Sinus

wie folgt substituiert werden:

sin(q)) =cos ((p)-tan ((p) (2.7)

Durch Einsetzen in Gleichung (2.5) und (2.6) und anschlieSende Umformung ergibt
sich:

xn:cos((p)[xq—yq-tan((p)] (2.8)

yn:cos((p)[yq+xq-tan((p)] . (2.9
Im néchsten Schritt wird der Tangens durch eine Potenz von 2 ersetzt, d. h.:
tan(p)=2"" mit iezZ . (2.10)

Diese Multiplikation mit eine Potenz von 2 entspricht bei der Berechnung im bindren
Zahlensystem das Hinzufligen bzw. Entfernen einer Bit Stelle. Infolgedessen ent-
spricht diese Multiplikation bei der Auswertung durch einen digitalen Rechner einer
einfachen Schiebeoperation. Zwar wird durch die Konvention nach Gleichung (2.10)
die Anzahl der verdnderbaren Winkel ¢ und somit die damit verbundenen elementa-
ren Rotationen eingeschrankt. Allerdings kann eine beliebige Rotation durch eine Se-
quenz elementarer Rotationen mit hinreichender Genauigkeit erzeugt werden (siehe
Abbildung 2.3.).

Abbildung 2.3.: Polarkoordinatensystem mit Vektoren des Winkels ¢
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Fur jeden Teilschritt ,,i“ ist zu entscheiden, ob es sich um eine positive oder negative
Komponente der Gesamtdrehung handelt. Das fiihrt zu den folgenden Iterationen:

X(m):Cos(fl’i){xi—yi-di-z(’ﬂ (2.11)
Y(i41)=COS (%)[yﬁxi-di-Z(’”] (2.12)

mit
d=+1 . (2.13)

1

Allgemein gilt fiir einen beliebigen Winkel
cos (go) =cos (—go) (2.14)
@=arctan (tan ((p)) . (2.15)
Somit kann der Cosinus-Term in den Gleichungen (2.11) und (2.12) durch folgenden

Ausdruck ersetzt werden:

4

cos(gol.):cos (arctan (+ 2(_”)) =k, . (2.16)
Durch in Einsetzen in Gleichung (2.11) und (2.12) folgt

Xy =k, [x,~ yd 27 2.17)

i+1
-k { .d .2(—1')
Ve =K | Vit X0 4, : (2.18)
Die im Laufe einer Iteration auftretenden Werte fiir k; konnen zu einem Produkt zu-

sammengefasst werden. Dies wird im Folgenden am Beispiel der ersten drei Schritte
einer Iteration gezeigt[7]:

« FErster Iterationsschritt:

Xlsz[xo_yo'do'z(_O)]:kO[Xo_yo'do]

» (2.19)
y1:ko[yo+xo'do'2 ]:ko[yo"'xo’do]
» Zweiter Iterationsschritt ’
X2:k1[Xl_yl'dli'z(_l):l:kl'ko[ i_yidlz(—l)]
_ ~1)]_ (-1)
V=K v+ x,d, 2 =k k| yiax a2 2.20)

X
mit xi:k—lzxo—yo-d0 und yi:%:yﬁxdd

0 0
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» dritter Iterationsschritt

X, =k, [ X, v, d, 27 =k, k, Ky [ vk dy 27

yZ:kz[yz*'xz‘dz‘z[_z]]=k2'k1'k0[y;+x’-d '2(—2)]

2 (2.21)
: I_ X, ! I.d 2(—1)d d I_ Y ol I.d 2(—1)
mit x,= e =x,—y,d, -d, un yl_k- =y, +Xx,-d,-
1 0 1 0
Daraus folgt die allgemeine Beziehung:
Xi+1:( z(_yz{'di'z[_i))nkk
oo (2.22)
yi+1:(yl{+xl{'di‘2(7i))nkk
k=o0
Das Produkt der ersten N Werte fur k;
N
K, =[]k, (2.23)

wird auch als Skalierungsfaktor bezeichnet. Um Multiplikationen wahrende der Itera-
tion zu vermeiden, wird der Skalierungsfaktor zunachst vernachlassigt. Es ergibt sich
die vereinfachte Berechnungsvorschrift:

X[/. I I 3 ol

i+1) i i i

(2.24)
y(«li+1]:yi+xi'di.2‘_' (2.25)

Nach N Iterationsschritten ergibt sich das folgende Zwischenergebnis als Ndherungs-

16sung
1 .
X}~ ——|x,-cos[@) - y,sin (p]] (2.26)
KN—l
/ .
Y~ ——¥,-cos () +x,-sin o] 2.27)
KN—l

Bei diesem Ansatz miissen am Ende der Berechnung die Ergebnisse x'y und y'y nur
noch einmalig mit Ky; multipliziert werden, statt den jeweiligen Faktor k; in jedem
Schritt zu berechnen. Der Skalierungsfaktor Ky kann im voraus anhand der Anzahl

der Iterationsschritte berechnet werden. Es gilt:[4]

KN:ﬁ cos (arctan(Z’i)):ﬁ ! Zﬁ (1) (2.28)

=0 =0 \/1 +tan2(arctan(2‘i)) i=0
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Dieser Wert kann als Konstante im System gespeichert werden. Fur grofse Werte von
N konvergiert der Skalierungsfaktor zum Wert[8, S. 134]:

N->w

Die numerischen Werte fiir den Skalierungsfaktor ndhern sich fir bereits fir niedrige
Anzahlen N rasch an diesem Grenzwert an. Tabelle 2.1 zeigt die ersten 10 Werte des
Skalierungsfaktors und die relative Abweichung des Grenzwertes nach Gleichung
(2.29) von diesen Werten.

Tabelle 2.1: Fehler durch die Approximation des Skalierungsfaktor mit dem Grenzwert

N K, Abweichung K
1 0,632456 -0,0398%
2 0,613572 -1,0299%
3 0,608834 -0,2597%
4 0,607648 -0,0651%
5 0,607352 -0,0163%
6 0,607278 -0,0041%
7 0,607259 -0,0010%
8 0,607254 -0,0003%
9 0,607253 -0,0001%

10 0,607253 -1,6:10°%

Es ist zu erkennen, dass bereits bei einer geringen Anzahl von Iterationen, die Abwei-
chung vernachlassigbar ist. Somit kann in der Regel auf eine Berechnung des Skalie-
rungsfaktors verzichtet werden und stattdessen in guter Ndherung mit dem Grenz-

wert fir N — o gerechnet werden.

Eine Gesamtrotation um den Winkel ¢ kann aus einer Folge von N Elementarrotatio-

nen mit der entsprechenden Richtung d; zusammengesetzt werden:[4]

n
(p:Zdi-goi mit tan(q)l.):Z’I und die[—l ,+1] (2.30)
i=0
Der Entscheidungsvektor d=(d,,...,dy)" mit den Vorzeichen der Einzelrotationen

ist fiir jeden Gesamtrotationswinkel ¢ unterschiedlich. Fiir die vorherige Festlegung
des Vektors, wirde ein zusdtzlicher Aufwand fir Berechnung und Speicherung anfal-
len. Um dies zu vermeiden, wird er er wahrend der Iteration bestimmt. Dazu wird die
Hilfsvariable z; eingefiihrt. Sie ist rekursiv durch den folgenden Ausdruck definiert [9,
S.122]:



2 Grundlagen 9

z,,=z,—d;-o, (2.31)
und wird initialisiert mit dem Gesamtwinkel
Z,=¢ . (2.32)

Die Festlegung der Elementarentscheidungen fiir d;, d. h. addieren oder subtrahieren
fir den néchsten Iterationsschritt wird anhand des Vorzeichens von z; getroffen. Es
gilt:

_|+1 wenn z,<0

i (2.33)
—1 wenn z, >0

d

Durch dieses Vorgehen wird implizit nach jedem Schritt die Gesamtdrehung

> d;@, mit dem gewiinschten Wert ¢ verglichen und der néachste Schritt in Rich-

tung zur angestrebten Drehung festgelegt. Abbildung 2.4. veranschaulicht dies am
Beispiel der ersten sieben Iterationen einer Rechnung.

Zdi'(l’i‘
N

— T T T T T T >
1 2 3 4 5 6 7 i

Abbildung 2.4.: Iteration der Teilwinkel zum Gesamtwinkel (in Anlehnung an [9, S. 122])

Ausgehend von diesen Uberlegungen kann der CORDIC-Algorithmus wie folgt zusam-
mengefasst werden. Fur die Berechnung der Rotation eines Vektors (x0,y0) um den

Winkel ¢ werden die folgenden Berechnungsvorschriften verwendet:
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Il I —i
X, =X;—y,-d-2

i+1

Vin =Y xpd 2"
zi+1:zi—di-arctan(2’i)
) (2.34)
mit
d—|*t1l wenn z<0
" |-1 wenn z,>0
und den Startwerten
x(l):xo , y:):yo » Z,2=Q (2.35)

2.3 Generalisierung

Der CORDIC-Algorithmus nach Gleichung (2.34) kann auch in Matrixform dargestellt

werden:
X,
X(iv 1 -mdyg; 0 0 "
y‘(i+1) =|d;9, 1 0 0 B4 (2.36)
Z;
Z(i41) 0 0 1 —dyo 1

wobei hier gilt m = 1. Dieser Ansatz wurde von Walther [6] verallgemeinert, indem
durch andere Werte von m lineare und hyperbolische Transformationen eingeschlos-
sen werden. Es ergeben sich die folgenden Berechnungsvorschriften fir die Iteration

in den drei moglichen Fallen:
* Zirkular (m =1)
X, =x;—y;-d-2"

Vi =Yitxpd 2 (2.37)
z,,,=z,—d,-arctan (Z‘i)

* Hyperbolisch (m =-1)

Il I —i
Xi+1_xi+yi'di'2

Vi =Yitx;d 27 (2.38)
z,,,=z,—dartanh (2*)

1
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e Linear (m =0)

!
i+1 _XO

Vi = Yi+xed, 2" (2.39)

— 0 _Ad.9°1
Zi+1_Zi di 2

X

In allen drei Féllen gilt fir die Festlegung des Entscheidungsfaktors bei einer Rotation;

d— -1 wenn z,<0
i~ (2.40)

+1 wenn z,>0
Des Weiteren ist zu beachten, dass sich fiir die hyperbolische Variante in Gleichung
(2.39) mit i =0 der undefinierte Ausdruck artanh(1) ergibt. Daher beginnt fir diesen
Modus die Iteration bei i =1, wahrend sie bei den beiden anderen Modi bei i = 0 star-
tet. Unterschiede bestehen auch im effektiven Drehwinkel ¢; je Iterationsschritt. Dar-
aus resultieren unterschiedliche Skalierungsfaktoren, welche in Tabelle 2.2 zusam-

mengestellt sind.

Tabelle 2.2: Skalierungsfaktoren fiir den generalisierten CORDIC [4, S. 18]

Modus Drehwinkel Skalierungsfaktoren
m o Kn K= }llfll Kn
n _; n 1
1 arctan(2)  []cos(arctan (27))=]|-—— ~0,607253
i=0 i=0 \/1 +2721
0 2 H 1=1 =1
i=0
n . n 1
1 artanh (2”) H cosh (artanh (2 )) = H (\/—2) ~1,207497
i=1 i=1\y1=-2""°"

2.4 Anwendung des CORDIC-Algorithmus zu Berechnung von

Funktionen

Der CORDIC-Algorithmus kann je nach Modus dazu verwendet werden, eine ganze
Reihe an Funktionen zu berechnen. Dabei werden zwei Betriebsarten unterschieden:
die Rotating-Berechnung und die Vectoring Berechnung. In der Rotating-Berechnung
wird der Ergebnisvektor flr eine vorgegebene Drehung des Startvektors bestimmt,
wéhrend bei der Vectoring-Berechnung die Drehung bestimmt wird, um vom Start-

vektor auf einen vorgegebenen Zielvektor zu kommen. Auf diese Weise konnen im Zir-
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kularmodus eineseits trigonometrische Funktionen und andererseits die inversen tri-
gonometrischen Funktionen fiir vorgegeben Argumente ausgewertet werden. Dies
wird in den beiden folgenden Abschnitten erldutert. Danach wird die Vorgehensweise

bei der Berechnung von Funktionen, mit den beiden anderen Modi beschrieben.

2.4.1 Rotating-Berechnung im Zirkularmodus

Fur diese Berechnung wird ein geeigneter Startvektor gewdahlt und um den Winkel ¢
gedreht. Aus dem Naherungsergebnis konnen dann nach einer hinreichend grofien
Anzahl von Iterationsschritten die Funktionswerte fiir ¢ abgeleitet werden.

Eine einfache Berechnung ergibt sich fur den Einheitsvektor (xo, yo) = (1, 0) als Start-
vektor (siehe Abbildung 2.5.). Der Startwert fur z entspricht dem Gesamtrotationswin-
kel, d. h. z, = ¢.

sin(@) {——————— (¥,

Abbildung 2.5.: Konzept der Rotating-Berechnung

Aus Gleichung (2.26) und (2.27) folgt fir den Zirkular-Modus mit diesem Startvektor:

-cos(g) (2.41)

-sin () (2.42)

Somit konnen aus den Koordinaten nach n Iterationen direkt alle elementaren trigo-
nometrischen Funktion des Drehwinkel ¢ ermittelt werden:

sin(p)~K, -y (2.43)

/

X (2.44)

n-1 n

cos((p)mK
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/

tan ((p) ~ 1/" (2.45)
Xn
/

cot (q)) ~ X—'/l (2.46)
Yn

2.4.2 Vectoring-Berechnung im Zirkularmodus

Die Vectoring-Berechnung ist quasi eine Umkehrung der Rotating-Berechnung. Bei der
Rotating wird ein Startvektor um eine definierten Winkel gedreht und anhand der Ko-
ordinaten des iterativ bestimmten Ergebnisvektor die trigonometrischen Funktion fir
den Winkel bestimmt. Im Gegensatz dazu wird bei der Vectoring-Methode Start- und
Zielvektor vorgegeben und der dafir erforderliche Drehwinkel berechnet. Aus diesem
ergeben sich dabei je nach Definition von Start-- und Zielvektor die unterschiedlichen
inversen trigonometrischen Funktionen. Genauer gesagt wird unterschieden zwi-
schen der Berechnung von Arkustangens bzw. Arkuskotangens einerseits und Arkussi-
nus und Arkuskosinus andererseits.

Berechnung von Arkustangens und Arkuskotangens

Fiur diese Berechnung wird der Winkel eines vorzugebenden Startvektors beziglich
der x-Achse betrachtet. Durch den CORDIC-Algorithmus wird dieser gedreht bis er auf
dieser Achse liegt (siehe Abbildung 2.6.).

(x,,y,)

>—
(x,,0)

Abbildung 2.6.: Konzept der Vecoring-Berechnung fiir Arkustangens und Arkuskotangens

Diese vorgehensweise wird realisiert, indem die Entscheidungsbedingung in Glei-
chung (2.40) modifiziert wird. Fur die Vectoring-Berechnung wird die Abweichung der
y-Koordinate vom Zielwert 0 betrachtet, um tiber die Richtung der nichsten Drehung
zu entscheiden, d.h. das Vorzeichen des Entscheidungsfaktors festzulegen:
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+1 wenn y;<0
d;={ 0 wenn y/=0 (2.47)

~1 wenn y,>0

Zusatzlich wird fir den Startwert von z z,=0 festgelegt. Die Uibrige Iterationsvor-
schrift nach Gleichung (2.37), (2.38) bzw. (2.39) bleibt unverdndert. So wie die ur-
sprungliche Entscheidungsvorschrift in Gleichung (2.40) bewirkt, dass z; sich dem
Wert Null annéhert, fihrt die Modifikation dazu, dass sich y; sukzessive an Null anna-
hert.

Im Zirkularmodus bewirkt der Algorithmus also, dass der Ausgangsvektor sukzessive
mit der abnehmenden Schrittweite arctan(2”) gedreht wird, bis er auf der positiven x-
Achse liegt. Die x-Koordinate am Ende der Iteration entspricht somit der Lange des

Ausgangsvektors:

1
X:INK—\/ X+ y? (2.48)
n-1
Der Winkel der Gesamtdrehung, die im Zuge der Iteration ausgefiihrt wurde, ent-
spricht dabei dem Winkel zwischen dem Ausgangsvektor und der x-Achse. Somit ist
der Tangens dieses Winkels gleich dem Verhaltnis der y-Koordinate zur x-Koordinate
des Startvektors.

Wie bereits erldutert wurde, summieren sich die Teildrehungen zum Gesamtwinkel.
Durch Auswerten der Rekursion fiir z; folgt somit unter Berticksichtigung des Start-

wertes z, = 0 und der Vorzeichenwahl gemaf$ Gleichung (2.47):

n-1
Yy
z,~z,~ >, d ¢~z +p~p=arctan| — (2.49)
i=0 X,
Da der Kotangens das Verhéltnis der x-Koordinate des Startvektors zu dessen y-Koor-

dinate ist, gilt entsprechend fiir den Arkuskotangens:

X

Yo

z, ~@=arccot (2.50)

Arkussinus und Arkuskosinus

Fir die Berechnung des Arkussinus und Arkuskosinus wird in umgekehrter Richtung
vorgegangen, d. h. es wird ein Startvektor, der auf der x-Achse liegt, gedreht, bis eine
vorgegebene Position erreicht wird. Ausgangspunkt fiir diese Uberlegung ist, dass am
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Ende der Iteration — nach der Drehung um den Winkel ¢ - die Koordinaten gegeben

sind durch:

xn:|r\-cos(<p)

. (2.51)
yn:\r\-sm(q))

Wird ein Einheitsvektor mit |r| =1 gedreht, entspricht die y-Koordinate am Ende der
Iteration dem Sinus des Drehwinkels. Sie entspricht somit dem Argument

¢ e[—l ; 1] , fur das der Arkussinus bestimmt werden soll. Daher wird fir die Be-
rechnung ein Einheitsvektor von der x-Achse solange gedreht, bis seine y-Koordinate
diesem Argument entspricht (siehe Abbildung 2.7.).

E I (Xn:yn)

-
(1,0)

Abbildung 2.7.: Konzept der Vectoring-Berechnung fiir Arkussinus und Arkuskosinus

Diese Vorgehensweise wird realisiert, indem die Drehung entsprechend der Abwei-
chung von y; zu diesem Argument fortgesetzt wird. Somit gilt die Iterationsvorschrift:

I I —i
X=X, —y,-d -2

Yamyiexld2
zi+1:zi+di-arctan(2‘i)
—1 wenn (E—yi)<0 (2.52)
mit d;={ 0 wenn (E—yi)zo
+1 wenn (E—yi)>0

xﬁzl » ¥o=2,=0

Am Ende der Iteration ergibt sich:

K, (2.53)

z ~¢@=arcsin (E)
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Mithilfe dieser Iteration fiir den Arkussinus kann auch der Arkuskosinus berechnet

werden. Fur diese beiden inversen trigonometrischen Funktion gilt die Identitat:
T .
arccos (E):E—arcsm (E) (2.54)
Daher gilt auch:

arccos(f)w%—z (2.55)

n

Die Berechnung lasst sich vereinfachen, indem fiir x, der Startwert K,,; verwendet
wird. Die nachfolgende Abbildung 2.8. veranschaulicht die Berechnung von arcsin(0,9)

uber 10 Iterationsschritte.

1
0,9
08
0,7
0,6
0,5 —i=1
0,47 ——i=10
03
02

64,10°
0,1+

0 T T T T > \ \ |

T I
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Abbildung 2.8.: Berechnung von arcsin(0,9)

Die einzelnen Werte der Berechnung kénnen Tabelle A.1 im Anhang entnommen wer-
den. Der exakte Wert betragt arcsin(0,9)= 64,158072°.

2.4.3 Funktionsberechnungen im hyperbolischen Modus

Die in Kapitel 2.4.1 und 2.4.2 vorgestellten Vorgehensweisen gelten analog fur die an-
deren Modi. Im hyperbolischen Modus erlaubt die Rotating-Berechnung ausgehend
vom Startvektor (xo, yo) = (1, 0) die Bestimmung der hyperbolischen Funktionen. Ana-
log zu den Gleichungen (2.43) bis (2.46) gilt:



2 Grundlagen 17

sinh((p)wanl-yn (2.56)

cosh(go)m anl-x:l (2.37)
/

tanh (go)my—'; (2.58)
Xn
X/

coth () ~— (2.59)
Yn

Aus der Definition der hyperbolischen Funktionen folgt:
. 1 o) 1 _
smh(go)+cosh(go):5(e"’—e "’)+E(e“’+e “’):eq’ (2.60)

Somit kann zuséatzlich die Exponentialfunktion berechnet werden.
ef~x +Yy, (2.61)

Wird durch die Vectoring-Berechnung im hyperbolischen Modus ein Startvektor (xo,
Vo) durch den CORDIC-Algorithmus in die Position (x ,, 0) gedreht kann der Areatan-
gens hyperbolikus berechnet werden. Wegen des eingeschrankten Bildbereichs des
Tangens hyperbolicus (tanh(@)| < 1), muss der Startvektor die Bedingung |x, | > |yo]|
erflllen. Unter Beachtung dieser Bedingung fiihrt der Algorithmus zu:

1
X~ - xi— y? (2.62)
Analog zu den Gleichungen (2.49) und (2.50) gilt am Ende der Berechnung:
X

Yo

y
z ~@=artanh X—O bzw. 2z ~¢@=arcoth (2.63)
0

Diese Form der Vectoring-Berechnung lasst sich auch fir die Berechnung des nattirli-
chen Logarithmus verwenden. Dazu wird der Tangens hyperbolicus mit logarithmi-
schem Argument betrachtet:

N T R N
1 B e e _NE-1WE E-1
tanh(z 1n(§))_tanh(1n Ve))= R ey e (2.64)

Daraus folgt:

ln(f):z-artanh ((’c_ 1) (2.65)

E+1

Nach Abschluss der Rechnung mit dem Startvektor von x, = §+1 und y, = é-1 gilt somit
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Yo

Xo

2 znmln(f):z-artanh (2.66)

Durch eine geeignete Wahl des Startvektors kann aufSserdem mithilfe der Beziehung
(2.62) eine Wurzel berechnet werden. Mit x, = & + % und y, = € - % ergibt sich:

m:J(&i)l(g_i):\/(ﬁgi _(Ez_§+1):fg e

2 16 2 16

Unter dieser Wahl des Startvektors gilt fiir die x-Koordinate am Ende der Iteration

1 Ve
xng—ng—yg:K— (2.68)

n-1 n-1

2.4.4 Funktionsberechnungen im linearen Modus

Die Rotating-Berechnung im linearen Modus ergibt ausgehend vom Startvektor (x,, 0)
am Ende der Iteration [4, S. 13]:

X, =X, (2.69)
ylnwyo.*.xo.zoz XO'ZO (2.70)
z,=z,—p. d -27'~0 (2.71)

i=0

Dabei ist z, nicht frei wahlbar, da die Summe der Teilverschiebungen beschrankt ist.
Es gilt:

lim ) 27'=2 (2.72)

n-=o i=0

Selbst fiir den Fall, dass alle Teildrehungen dieselbe Richtung, d. h. alle d; denselben
Wert haben, kann die Gesamtverschiebung nicht grofSer sein als 2. Die Annaherung
von z, an Null nach Gleichung (2.71) ist also nur dann moglich, wenn die Bedingung

\zo\<§2‘i =2 (2.73)

erfullt ist[4, S. 13]. Das heifst,dass sich durch den CORDIC-Algorithmus ein Produkt be-
rechnen lasst, unter der Bedingung dass einer der beiden Faktoren betragsmafsig klei-
ner als 2 ist.

Die Vectoring-Berechnung mit einer Drehung des Startvektors (x,, yo) in die Richtung
(X1, 0) ergibt im linearen Modus nach n Schritten:
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X, =X, (2.74)
d-2'~= (2.75)

In dieser Variante erlaubt der CORDIC die Berechnung eines Quotienten. Die Be-
schrankung gemafd Gleichung (2.72) fihrt zu der Bedingung:

Yo <2 . (2.76)

Xo

Die allgemeine Iterationsvorschrift fiir die Vectoring-Berechnung im Linear-Modus

lautet:
X:+1:X::X0
Vin= X2
z,,=2z-d-2"
+1 wenn y.<0 (2.77)
mit d;=/ 0 wenn y,=0

-1 wenn Yy, >0

x,>0, z,=0

2.5 Vor- und Nachteile des CORDIC-ALgorithmus

In der praktischen Nutzung bietet die Anwendung des CORDIC-Algorithmus spezifi-
sche Vorteile und Nachteile im Vergleich zu anderen Berechnungskonzepten. Als wich-
tigste Vorteile konnen genannt werden: [10, S. 11]

* Der CORDIC-Algorithmus verwendet — neben Additions- und Subtraktionsope-
rationen — Schiebeoperationen, welche die bendtigten Multiplikationen abbil-
den. Dies ermoglicht ein einfaches VLSI-Design.

+ Die Anforderungen an die Hardware und damit verbunden Kosten sind gerin-
ger als bei anderen Konzepten, weil fir die Umsetzung des Algorithmus in ei-
nem CORDIC-Prozessor lediglich Schiebe-Register, Addierer und Look-up-tables
(ROM) benotigt werden.

+ Im Vergleich zu komplexeren Prozessoren, wie bspw. DSP-Mulitpliern, wird

eine deutlich geringere Anzahl an Gates bendtigt.

* Die Verarbeitungszeit ist relativ gering und in etwa vergleichbar mit einer her-
kommlichen Divisions — oder Wurzelberechnung.
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Wesentliche Nachteile in der Praxis sind:

+ Die Genauigkeit des Algorithmus ist begrenzt. Hohe Anforderungen an die Ge-
nauigkeit erfordern daher eine grofie Anzahl an Iteration und dementspre-
chend hohe Berechnungszeiten.

* In einigen Designs kann es zu einem hohen Stromverbrauch kommen.

+ Im Allgemeinen lassen sich mit Hardwaremultiplizieren und darauf basieren-
den Berechnungskonzepten, bspw. der Auswertung von Potenzreihen, kiirzere
Berechnungszeiten erreichen.

Ein CORDIC-Prozessor bietet sich daher vor allem dann an, wenn Multiplizierer ver-
mieden oder die Anzahl der Gates minimiert werden sollen und gleichzeitg moderate

Anforderungen an die Genauigkeit gestellt werden.
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3 Entwurfin VHDL

In diesem Kapitel wird der Entwurf zweier VHDL Module zur Berechnung von Quoti-
enten und der Arkussinusfunktion erldutert. Ausgehend von einer Formulierung der
allgemeinen Anforderungen wird VHDL Queltext fiir die beiden Berechnungsmodule
erlautert. Zusatzlich wird der Entwurf jeweils durch Simulationen verifiziert. Der Ent-

wurf erfolgt mithilfe der Software Vivado von der Firma Xilinx.

3.1 Anforderungen

Wie bereits erwdahnt soll mithilfe des FPGA unter Verwendung des CORDIC-Algorith-
mus zum einen die Berechnung von Divisionen und zum anderen die Berechnung des

Arkussinus realisiert werden. Dabei sind einige Anforderungen zu beachten:

* In- und Output Signale sollen ausschliefslich von Typ Std_Logic oder Std_logic_Vec-
tor sein.
Diese nach dem Standard IEEE 1164 genormten Formate reprasentieren eine einzel-
ne logische Variable bzw. ein Array logischer Variablen. Im Unterschied zum Bit-
Format, das nur die Werte ,,0“ und ,,1“ kennt, kann eine Std_Logic bzw. eine Kompo-
nente eines Std-Logic-Vectors, weitere sieben Werte, wie bspw. ,nicht initialisiert”
(uninitialized) oder ,unbekannt“ (unknown) annehmen.[11, S. 4 f.] Ausschlaggebend
fur die Verwendung dieses Formates ist, dass es auch in der Praxis die uibliche Form
fir die Ein- und Ausgabe-Ports an FPGA-Bausteinen darstellt.

* Keine Verwendung von Multiplizierern:
Die Durchfiihrung von Multiplikationen bedingt im Vergleich zu Additionen bzw.
Subraktionen einen hohen Rechenaufwand. Hier wird der CORDIC-Algorithmus un-

ter anderem deshalb verwendet, weil dieser Aufwand vermieden wird.

» Keine Verwendung von Gleitkommazahlen:

Die Nutzung von Gleitkommazahlen erfordert komplexe FlieRkommazahlenlogik
auf dem FPGA. Um diese zu vermeiden, wird eine Festkommazahlendarstellung ver-
wendet. Hierfiir werden die Zahlen vor der Verarbeitung mit einer Potenz von 2
multipliziert, was auf bindrer Ebene einer einfachen Stellenverschiebung ent-
spricht, um Bitstellen fiir die Kodierung von Werten < 1 zu reservieren. Dies kann
auf einfache Weise durch ein Schieberegister realisiert werden. Der zu verwenden-
de Faktor ergibt sich dabei aus der Anzahl der Iterationsschritte im CORDIC-Algo-
rithmus. Im letzten, n-ten Schritt wird 2™ addiert bzw. subtrahiert.
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 Flexibilitat des Programms:
Hierunter ist zu verstehen, dass die Anzahl der Iterationen leicht gedndert werden
kann. Die Berechnungsgenauigkeit des Algorithmus und der Zeitaufwand fir dessen
Durchfiihrung wird uber die Anzahl der Iterationen skaliert. Da zudem die Genauig-
keit auch von der Art der Berechnungsaufgabe abhéingt, sollte die Iterationsanzahl

den jeweiligen Anforderungen entsprechend angepasst werden konnen.

+ Nutzung eines Pipeline-Ansatzes:
Die Berechnung ist als Pipeline-Prozess umzusetzen. Dabei handelt es sich um ein
Konzept, das bei Prozessoren eingesetzt wird (siehe Abbildung 3.1.). Anstatt die
Rechnung fur verschiedene Werte nacheinander komplett auszufiihren, werden die
einzelnen Schritte der Operation fiir mehrere Werte parallel ausgefiihrt. Das bedeu-
tet, dass sobald der erste Schritt des ersten Wertes ausgefiihrt worden ist, mit der
ersten Iteration fiir die Berechnung des nachsten Wertes begonnen werden kann.

w

1. Funktionsargument 2. Funktionsargument

112 |3 (456 (7|1 ]2]3/4|5]|6 7]1

Zeit-'-

112 3 a4l 5 ol 7 1. Funktionsargument
112 13 A1 5| alT7T 2. Funktionsargument
112 3 A 5 6 i 3. Funktionsargument

112 3 a 5 6 7 4. Funktionsargument

112 3 A 5 G 7 5. Funktionsargument

—-
1 »7 - Anzahl der Drehung (i) Zeit

Abbildung 3.1.: Pipelining Beispiel

In diesem Fall ist eine Gesamtoperation die Berechnung eines Funktionswertes. De-
ren einzelne Schritte sind die Iterationsschritte nach dem CORDIC-Algorithmus. Die
Latenz, d. h. der Zeitaufwand fir die Berechnung eines Funktionswertes, dndert
sich dabei nicht, weil sie durch die Taktzeit und die Anzahl der Iterationsschritte
vorgegeben ist. Allerdings lasst sich durch das parallele Ausfithren die Anzahl der
Funktionsauswertungen pro Zeiteinheit erhohen. Da ebenso viele Funktionsaus-
wertungen parallel durchgefiihrt werden wie Iterationsschritte, beschrankt nur die
Taktfrequenz des FPGA, die maximale Rate von Input- und Output-Werten.
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3.2 Division-Berechnung in VHDL

Das Blockschaltbild fiir die Realisierung von Divisionsoperation mithilfe eines FPGAs
ist in Abbildung 3.2. dargestellt. Die Grundlage fir die Berechnung bildet die Vecto-
ring-Berechnung des CORDIC-Algorithmus im Linearmodus, welche in Kapitel 2.4.4

vorgestellt wurde.

Divvend
clk
[ I
enab Gen(0).Divv Gen(i+1).Dvv
clk clk
enable "l enable
Reset reset reset
x_in[15:0] > x_in x_out > x_in o g 011 | R E :
YEn[15:0] y_hilf29:0] y_in vy out ® v in VA T e HH
X"0000"———>*{z in z out *|z in zout [~""~ ¢ 0
B
''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' T=7
e e e e e e e e L]
o e S e T o S e TR T e 28
(L
L]
[N
T
[
- : Gen(N-1)Divv Gen(N)-Divv
B> clk clk
1
T ] . enable enable
1 I
B reset reset
o -»x_in x_out » x_in x_out
'1- >y in y_out »y_in y_out
"=z in z_out >z in z_out » Result

Abbildung 3.2.: Konzept fiir die Realisierung der Division

Die Berechnung der einzelnen Iterationsschritte erfolgt jeweils durch ein separates
Modul. Jedes dieser Module erhalt die Berechnungsergebnisse (X.;, Vi1, Z:1) des vorhe-
rigen Schrittes bzw. Moduls als Eingang und hat als Ausgang die Resultate (x;, y:, z)
des betreffenden Iterationsschrittes.

In VHDL wird dieses Baustein-Konzept durch eine hierarchischen Struktur dargestellt.
Die oberste Ebene ist das Modul ,Divvend“, welches den Gesamtprozess der Iteration
steuert. Darunter liegen die Module fir die einzelnen Iterationsschritte. Aufgrund de-
ren Gleichartigkeit braucht nur einsiges Modul (Bezeichnung ,Divv“) entworfen wer-
den, welches wiederholt instanziiert wird. Dies reduziert nicht nur den Implementie-
rungsaufwand, sondern gewahrleistet auch die einfache Anpassung der Anzahl der
Iterationen. Im vorliegenden Fall wird die Kalkulation des Quotienten mit bis zu 15
Iterationen durchgefiihrt. Die Module fiir diese Berechnung werden in den beiden fol-

genden Abschnitten erlgutert.
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3.2.1 Submodul , Divv“

Die Implementierung des Moduls beginnt mit dessen Deklaration und der Beschrei-
bung der verwendeten Signalen sowie der Definition der Ein- und Ausginge (siehe
Quellcode 3.1). Das Modul erhalt vom Hauptmodul den generischen Integer-Parameter
k1, welche fiir die Durchfiihrung der Berechnungen bendtigt wird, was im Zusam-

menhang mit der Beschreibung von Quellcode 3.4 erldutert wird.

33 | entity divv is

34 | generic(k1 : integer) ;

35| Port ( clk : in std_logic ;

36 reset : in std_logic ;

37 enable : in std_logic ;

38 x_in : in std_logic_vector(15 downto 0) ;
39 y_in : in std_logic_vector(29 downto 0) ;
40 z_in : in std_logic_vector(15 downto 0) ;
41 x_out : out std_logic_vector(15 downto 0) ;
42 y_out : out std_logic_vector(29 downto 0) ;
43 z_out : out std_logic_vector(15 downto 0) );

Quellcode 3.1: Deklaration von Variablen und Ports fiir das Modul divv

Durch die Anweisung ,,port“ in den Zeilen 35 bis 43 werden die Ein- und Ausginge des
Moduls definiert, wobei der Port-Name, die Port Art (in oder out) sowie der Typ des Si-

gnals des Ports deklariert werden.

Die drei ersten Eingange, (Zeile 33 bis 35 in Quellcode 3.1) sind Signale vom Typ std_lo-
gic. Diese dienen der Steuerung des Moduls und haben im einzelnen die folgenden

Funktion:

+ ,clk“:: An diesem Eingang wird der Systemtakt tibergeben

« ,reset“: Uber diesen Eingang erhilt das Modul ein Signal zum Zuriicksetzen der
Berechnung (reset = 1). Dieses Signal wird vom Modul , Divvend“ erzeugt und
an alle Module des Typs ,,Divv“ weitergegeben, sodass alle Module gleichzeitig
zuruckgesetzt werden.

+ ,enable®: Dieser Eingang dient der Aktivierung des Moduls. Auch dieses Signal
wird zentral vom Modul ,Divvend“ erzeugt, d. h. alle Module des Typs ,Divv®
sind gleichzeitig aktiviert (enable =1) oder deaktiviert (enable = 0).

Die anderen drei Eingdnge und die drei Ausginge (Zeile 36 bis 43 in Quellcode 3.1) die-
nen der Ubertragung numerischer Werte und werden mit Signalen des Typs std_lo-
gic_vector in der Bit-Lange des jeweiligen numerischen Wertes belegt. Diese Lange ist
fir Ein- und Ausgang der jeweiligen Grofde identisch. Die deklarierten Langen von 16

bzw. 30 Bit begrinden sich wie folgt:
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o X In% ,x_out“: Fur die Grofle x sind Ein- und Ausgangsignal identisch, weil
diese Grofde durch den Algorithmus nicht verdandert wird. Daher entspricht die
Signalldnge der Lidnge des Anfangswertes, der auf 16 Bit festgelegt wurde. Ob-
wohl die Grofse sich nicht dndert, wird sie fiir jeden Iterationsschritt benotigt,

weshalb sie jedes ,,Divv“-Modul als Eingang erhélt.

« ,y_in% ,y_out“: Die Grofle y wird im Zuge der Iteration gegen Null reduziert. Da
keine Gleitkommazahlen verwendet werden sollen, wird der 16-Bit-Startwert
durch das Modul ,.Divvend“ mit 2" multipliziert. Somit ist y auf der Berech-

nungsebene eine Fixkommazahl mit 14 Nachkommastellen.

* ,Z_in% ,z_out“: Die Grofde z reprasentiert in dieser Berechnungsform die Sum-
me der Verschiebungen (siehe Gleichung (2.73)). Die einzelnen Verschiebungen
haben die Grofle 27, und besitzen im gewihlten Fixkommaformat eine Linge
von bis zu 14 Bit. Der Betrag der Summe dieser Verschiebungen ist stets kleiner
als 2 (siehe Gleichung (2.72)), also maximal 15 Bit. Unter Beruicksichtigung eines
zusatzlichen Bits fir das Vorzeichen ergibt sich somit eine Lange von 16 Bit fir
dieses Signal.

Theoretisch ist es moglich, die weiteren Berechnungen direkt mit den Eingangssigna-
len vom Typ std_logic_vector und den passenden Bibliotheken durchzufiihren. Glnsti-
ger ist allerdings die Kalkulation mithilfe von Signalen der Integer-Typen aus der Bi-
bliothek numeric_std. Dies erfordert die Umwandlung der entsprechenden Eingangs-

signale in interne Signale (siehe Quellcode 3.2).

55 x_in1 <= to_integer(signed(x_in)*2**14);
56 y_in1 <= to_integer(signed(y_in));
57 z_in1 <= to_integer(signed(z_in));

Quellcode 3.2: Umwandlung in interne Signale

Entsprechend den Konventionen dieser Bibliothek werden die Eingangsignale in Si-
gnale des Formats signed integer umgewandelt. Zusdtzlich wird das Eingangssignal
LX_in“ mit 2'* multipliziert, um es in dasselbe Fixkommazahlenformat zu konvertieren
wie die beiden anderen Grofden (Zeile 55 in Quellcode Quellcode 3.2) . Anstelle dieser
Berechnung koénnte auch das Ein- und Ausgangssignal mit 30 Bit Lange verwendet
werden. Da aber x eine Ganzzahl ist, wiren die 14 Bit mit den Nachkommastellen im-
mer mit 0 belegt und somit ohne Informationsgehalt. Dadurch wiirde ein erheblicher
Teil der Bitbreite bei der Ubertragung des Signals verschwendet. Giinstiger ist die dar-
gestellte Operation im Modul, da sie nur eine einfache Stellenverschiebung beinhaltet.

Die Variablentypen werden beim Anlegen des Moduls nach Typ und Lédnge definiert

(siehe Quellcode 3.3). Ein wichtiger Aspekt ist in diesem Kontext, dass die Bitldnge vor-
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gegeben wird, da anderenfalls alle Variablen in einer Standardlange und damit unter
Umstanden langer als erforderlich implementiert werden. Beim hier hier verwende-
ten Typ Integer ist das die Standardwortlange 32 Bit. Den Zeilen 48 und 49 im Quellco-
de 3.3 ist zu entnehmen, dass zwei ,,Subtypes® angelegt werden, welche die beiden
auftretenden Langen von 16 Bit bzw. 30 Bit reprasentieren.

48 | SUBTYPE S8 IS INTEGER RANGE -2*%*15 TO (2**15)-1 ;
49 | SUBTYPE S9 IS INTEGER RANGE -2%%*29 TO (2*%¥*29)-1 ;
50
51| signal y1 ,x_in1 ,y_in1 : S9 :=0 ;
52| signal z1 ,z_in1 : s8 :=0 ;

Quellcode 3.3: Beschrinkung der Linge der Variablen im Modul ,,Divv“

Durch den Befehl ,signal“ in Zeile 51 und 52 wird den einzelnen Signalen ein Subtype
zugewiesen und diese mit einem Startwert, hier 0, initialisiert. Dabei werden zusétz-
lich zu den Eingangssignalen die modulinternen Signale ,,y1“ und ,z1“ definiert, wel-
che die Berechnungsergebnisse erfassen, aus denen die Ausgangssignale erzeugt wer-
den.

Fir die Verarbeitung der Signale, d. h. die Durchfiihrung der einzelnen Iterations-
schritte des CORDIC-Algorithmus wird ein Prozess implementiert. Der Entwurf hierzu
ist im Quellcode 3.4 dargestellt. Ein Prozess wird nur ausgefiihrt, wenn er aktiv ist.
Die Aktivitat des Prozesses wird, wie bereits erwahnt, bestimmt durch die drei Signale
»,Clk“ und ,reset”. Diese werden dem Prozess als sog. Sensitivity-Liste iibergeben (siehe
Zeile 58). Andert sich einer dieser Eingange wird der Prozess getriggert und die Wer-
ten der Signale entsprechend abgearbeitet.
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58 |process (clk , reset)

59 begin

60 if (reset = '"1') then

61 yl <= 0;

62 z1 <= 0;

63 x_out <= x"0001" ;

64 elsif (rising_edge(clk)) then

65 if (enable='1') then

66 if (y_in1> 0) then

67 if (x_in1 > 0) then

68 y1 <=y in1 - x_in1/k1 ;
69 z1 <= z_in1 + 2**14/Kk1 ;
70 elsif(x_in1 < 0) then

71 y1 <=y in1 + x_in1/k1 ;
72 z1 <= z_in1 - 2**14/k1 ;
73 end if ;

74 else

75 if (x_in1 < 0) then

76 y1 <=y in1 - x_in1/k1 ;
77 z1 <= z_in1 + 2**14/Kk1 ;
78 elsif(x_in1 > 0) then

79 y1 <= y_in1 + x_in1/k1 ;
80 z1 <= z_in1 - 2**14/k1 ;
81 end if ;

82 end if;

83 Xx_out <= x_in ;

84 end if ;

85 end if ;

86 |end process ;

Quellcode 3.4: Prozess fiir Durchfiihrung eines Iterationsschrittes im Modul ,,DIVV*

Zunachst wird uberprift, ob die Berechnung zuriickgesetzt werden soll, d. h. das Si-
gnal ,reset den logischen Wert 1 hat, und die entsprechenden Zuweisungen vorge-
nommen (Zeile 60 bis 63). In diesem Fall werden die internen Signale y1 und z1 auf 0
gesetzt. Das Ausgangssignal fur x sollte nie den Wert 0 annahmen, da es im Weiteren
Verlauf als Divisor fiir eine Quotientenberechnung dient. Daher wird hier der Wert 1
zugewiesen. Durch die Notation ,,x0001“ in Zeile 63 wird dieser Wert als Hexadezimal-
zahl ausgedruickt. Dies dient dazu, die Eingabe zu kiirzen, weil als Bindrzahl eine Zahl
mit 16 Stellen eingegeben werden musste.

Die eigentliche Berechnung wird Uber das Taktsignal ,clk“ aktiviert, welches peri-
odisch zwischen den Werten 0 und 1 wechselt. Ausgeldst wird die Berechnung bei ei-
ner steigenden Flanke des Taktsignals. Dies wird in Zeile 64 durch die Auswertung der
Bedingung ,rising_edge(clk)“ uberprift. Die Ausfilhrung der Berechnung ist aufer-
dem an die Bedingung gekniipft, dass das Modul aktiv sein soll, d. h. das Signal ,ena-
ble“ den logischen Wert 1 besitzt (Zeile 65). Anderenfalls werden die folgenden Be-
rechnungen tibersprungen, d. h. das Modul nimmt effektiv keine Anderungen an den

Signalen vor.
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Die Zeilen 66 bis 82 geben die Berechnung wieder. Nach der Iterationsvorschrift in
Gleichung (2.77) bestimmt das Vorzeichen von ,y_in1“ den Entscheidungsfaktor und
somit die Berechnung von ,y1“ und ,,z1“, wodurch sich eine Unterscheidung in zwei
Fallen ergibt. In Abweichung von der Iterationsvorschrift, werden beliebige Vorzei-
chen fir den x-Wert ,xin1“ zugelassen. Fur negative x-Werte ist das Vorzeichen der
Anderungen der y- und z-Werte zu dndern, da sonst die gewiinschte Verschiebung von
y in Richtung 0 nicht realisiert wird. Somit ergeben sich jeweils zwei Unterfalle und
insgesamt vier Falle fiir die Durchfiithrung der Berechnung. Geméf$ der Iterationsvor-
schrift ist der Betrag der Anderung im i-ten Schritt x;-2* fiir die y-Werte bzw. 2* fiir die
z-Werte. Unter Berticksichtigung der vorgenommenen Verschiebung um 2'* ergeben
sich damit fiir das Modul i die Betrdge xin1-2" bzw. 2", Da die Modulnummer i nicht
als Variable vorhanden ist, wird dem Modul durch das Hauptmodul eine generische
Variable k1 mit dem Wert 2' tibergeben. Mithilfe dieser Variablen berechnen sich
durch ,xin1/k1“ bzw. ,,2**14/k1“ die gewlnschten Veranderungsbetrige fiir die Be-

rechnung von ,,y1“ und ,,z1“

Nach Abschluss der Berechnung sind die Ausgangssignale zu erzeugen. Der x-Wert
wird im Zuge des Prozesses nicht verandert, sodass die Eingansgrofie weitergegeben
werden kann (siehe Zeile 83). Da das Eingangssignal ,.xin“ bereits das richtige Format
hat, wird es unmittelbar dem Ausgang ,xout“ zugewiesen. Die Zuweisung wird inner-
halb des Prozesses vorgenommen, weil anderenfalls ein Latch fir die Zuweisung er-
zeugt wird. Das bedeutet, dass diese Zuweisung nicht mit der Flanke des Clock-Signals
getaktet, sondern pegelgesteuert ist. Infolgedessen funktioniert die taktgesteuerte
Pipeline nicht. Die weiteren Zuweisungen konnen aufierhalb des Prozesses vorgenom-
men werden, da die verwendeten internen Signale ,,y1“ und ,z1“ getaktet sind (siehe
Quellcode 3.5).

87 y_out <= std_logic_vector(to_signed(y1, y_out'length)) ;
88 z_out <= std_logic_vector(to_signed(z1, z_out'length)) ;

Quellcode 3.5: Erzeugung der Ausgangssignale

Fiur die Weitergabe an das nichste Modul sind die berechneten Groéfien wieder in Si-
gnale des Typs std_logic_vector zu transformieren, was durch die dargestellten Zuwei-

sungen erreicht wird.

3.2.2 Haupt-Modul , Divvend

Die Implementierung des Hauptmoduls divvend beginnt, wie beim Modul divv, mit
der Deklaration der Signale sowie der Ein- und Ausgange des Moduls (siehe Quellcode

3.6). Mit der generischen Variable ,Drehung® in Zeile 43 wird die Anzahl der Iterati-
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onsschritte beschrieben. Da die Zahlung der Iterationen bei 0 beginnt, wird hier durch
die Angabe des Wertes 14 eine Zahl von 15 Iterationen festgelegt. Diese Grofe dient im
weiteren Verlauf der Erzeugung einer entsprechenden Anzahl an Modulen vom Typ
divv. Durch eine Anderung des zugewiesenen Wertes kann die Anzahl der Iterationen
auf einfache Weise angepasst werden, wobei 15 die maximale Anzahl von Iterationen
ist, die durchgefiihrt werden kann. Es konnte zwar eine grofSere Anzahl vorgegeben
werden, effektiv werden aber nur 15 Iterationsschritte ausgefiihrt. Wie bereits beim
Modul divv beschrieben, werden — unabhéngig von der Anzahl von Iterationen — auf
Berechnungsebene die Variablen als Ganzzahlen implementiert, die eine Fixkomma-
zahl mit 14 Nachkommastellen représentieren. Uber die Zahl 15 hinausgehende Itera-
tionen wiirden dazu fiihren, dass Zahlen auftreten, die im definierten Format kleiner
als 1 sind und somit als 0 betrachtet werden. Zugehorige Module ,divv“ wirden keine
Anderung der EingangsgrofRen berechnen. Somit fithrt ein Wert von tiber 14 fiir ,,Dre-
hung® zu keinem Fehler, aber auch nicht zu einem genaueren Ergebnis,

42 |entity divvend 1is

43 |generic (Drehung : Integer:=14) ;

44 Port (clk : in std_logic ;

45 reset : in std_logic ;

46 enable : in std_logic ;

47 X_1in : in std_logic_vector(15 downto 0);
48 y_in : in std_logic_vector(15 downto 0) ;
49 x_out : out std_logic_vector(15 downto 0) ;
50 y_out : out std_logic_vector(29 downto 0) ;
5 result : out std_logic_vector(15 downto 0) ) ;
52 |end divvend;

Quellcode 3.6: Deklaration von Variablen und Ports fiir das Modul divvend

Die Signale in der Port-Definition von Zeile 44 bis 51 in Quellcode 3.6 entsprechen be-
zuglich ihres Formats und ihrer Bedeutung den Port-Signalen des Moduls divv und
sind bereits in Kapitel 3.2.1 ausfihrlich beschrieben worden. Der wesentliche Unter-
schied besteht darin, dass es sich hier um die externen Ports des FPGA handelt, Uiber
welche die Eingangsgrofien fiir die Gesamtberechnung und ihre Ergebnisse tibermit-
telt werden. Das Signal ,result“ enthélt das Ergebnis fiir z nach der vorgegebenen An-
zahl an Iterationen und somit den gewtuinschten Naherungswert fiir den Quotienten
»y_in“ durch ,x_in“ Die Ausginge ,x_out“ und ,y_out“ werden eigentlich nicht beno-
tigt. Sie werden beim VHDI-Entwurf implementiert, damit die Richtigkeit der Berech-
nung uberpriift und die Ursachen flr gegebenenfalls auftretende Fehler besser lokali-

siert werden konnen.

Des Weiteren sind die internen Signale, welche die einzelnen Module des Typs ,,divv®
verbinden, zu definieren. Da die Anzahl der Iterationen einfach anpassbar sein soll
und eine generische Signalbezeichnung aufwendig ist, werden diese Signale in Arrays
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zusammengefasst, deren Grofde variiert werden kann. Bei der Generierung der Modu-
le kann das bendtigte Signal unter Angabe des Index aus dem Array zugeordnet wer-
den.

Die implementierten Arrays sind Listen mit Signalen gleicher Bit-Ldnge. Da mit 16 Bit
und 30 Bit zwei unterschiedliche Bit-Ldngen verwendet werden, sind zwei Array-Ty-

pen anzulegen (siehe Quellcode 3.7

57 |type A_v16 is array (0 to Drehung) of std_logic_vector(15 downto 0);
58 |type A_v30 is array (0 to Drehung) of std_logic_vector(29 downto 0);

Quellcode 3.7: Festlegung der Typen fiir die internen Signale fiir die Divisionsberechnung

Die einzelnen Ausgangssignale werden ihrer Lange entsprechend einem der beiden

Array-Typen zugeordnet (siehe Quellcode 3.8)

72 signal x_outl : A_vi6 ;
73 signal y_outl : A_v30 ;
74 signal z_outI : A_v16 ;

Quellcode 3.8: Definition der Formate fiir die internen Ausgangssignale

Des Weiteren ist das Eingangssignal ,,y_in“ auf das bereits beschriebene Format einer
Fixkommazahl mit 14 Nachkommastellen zu transformieren. Im Format std_logic_vec-
tor wird dies erreicht, indem 14 Bits 0 angehdngt werden. Hierzu wird das Hilfssignal
»y_in_hilf“ eingefiihrt. Dessen ersten 16 Komponenten ( 29 bis 14) sind identisch zu
,y_in“. Die weiteren 14 Elemente (13 bis 0) werden auf 0 gesetzt (sieche Quellcode 3.9).

78 |signal y_in_hilf : std_logic_vector(29 downto 0):=(others =>'0");
79 |begin

80 | y_in_hilf(29 downto 14) <
81 | y_in_hilf(13 downto 0) <

y_in ;
(others => '0") ;

Quellcode 3.9: Transformation des Eingangssignals fiir y auf 30 Bit Linge

Das so generierte ,y_in_hilf“ Signal dient als Eingangssignal fiir das erste divv-Modul.
Fir das Eingangssignal ,x_in“ ist eine derartige Transformation nicht erforderlich,
weil die fir die Berechnung erforderliche Verschiebung um 14 Stellen innerhalb des

Moduls vorgenommen wird.

Die Hauptaufgabe des Moduls ,,divvend“ ist die Generierung der Sub-Module vom Typ
,divv“ sowie die Definition der Verbindungen zwischen den Modulen mithilfe der ent-
sprechenden Port-Zuweisungen. Die Implementierung ist in Quellcode 3.10 dargestellt.
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82 |gen1 : for i in 0 to Drehung generate

83

84 |Beginn : if i = 0 generate

85 Division : divv

86 generic map ( 1)

87 port map (clk , reset,enable , x_in , y_in_hilf ,

88 (others => '0") , x_outl(0) , y_outl(0) , z_out(0)) ;
89 | end generate ;

90

91 |Berechnung : if i >= 1 generate

92 Division : divv

93 generic map ( 2**(1) )

94 port map (clk , reset , enable , x_outl(i-1) , y_outl(i-1) ,
95 z_out(i-1) , x_outl(i) ,y_outl(i) ,z_out(i)) ;
96 end generate ;

97

98 |end generate ;

99

100 |result <= z_outl(Drehung) ;

101 | x_out <= x_outl(Drehung) ;

102 |y_out <=y outl(Drehung) ;

Quellcode 3.10: Erzeugung und Verbindung der einzelnen Module fiir die Divisionsberechnung

Im einzelnen werden die Module generiert und die einzelnen Eintrage fir Variablen
und Ports der Deklaration in Quellcode 3.1 entsprechend zugewiesen. Hierbei ist zwi-
schen dem ersten und allen weiteren Modulen zu unterscheiden, da auf das erste Mo-
dul die Eingangssignale von ,divvend“ zu ubertragen sind. Bei der Initialiserung des
ersten Moduls wird zunéachst durch die Zuweisung ,,generic map ( 1 )“ in Zeile 89 der
generischen Variablen des ersten Moduls (i=0) der Wert 2° = 1 zugewiesen. Anschlie-
Bend werden in den Zeilen 90 und 91 die Ports gemafs der Reihenfolge im Quellcode
3.1 (Zeilen 35 bis 43) belegt. Dabei werden die Eingange ,,clk®, ,reset”, ,enable“ und
»X_In“ von ,divvend“ direkt aus dem Hauptmodul iibernommen. Anstelle von ,y_in“
wird, wie bereits erldutert, das transformierte Signal ,,y_in_hilf“ verwendet. Die Itera-
tion startet mit z = 0, weshalb divvend kein Eingangssignal fiir diese Grofde hat. Daher
wird durch die Anweisung ,,others => 0“ dieser Eingang im ersten Modul auf 0 gesetzt.
Die Ausgange des ersten Moduls bilden jeweils das erste Element (i=0) der Ergebnisar-

rays.

Die auf das erste Modul folgenden Module werden analog fiir beliebige positive Werte
von i definiert. Wie beim ersten Modul werden die Steuersignale ,,clk“, ,reset und
»enable“ vom Hauptmodul iibernommen. Der einzige Unterschied besteht in den Ein-
gangen fir die GrofSen X, y und z. Diese erhalten die Ausgangssignale vom vorherge-
henden Modul zugewiesen, welche aus dem Array mit den Ausgangssignalen ausgele-
sen werden konnen. AbschliefSend werden in Zeile 100 bis 102 die Ausgangssignale
des letzten divv-Moduls an die Ausgange von divvend ubergeben.
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3.2.3 Simulation

In diesem Abschnitt werden fiir den Entwurf mithilfe von Vivado die einzelnen Signa-
le simuliert und so die Richtigkeit der Implementierung verifiziert. Zunachst wird der
Aufbau der Schaltung tberprift, indem durch ,Schematic“ ein Schaltplan in Abhén-
gigkeit der vorgegebenen Anzahl an Iterationen erzeugt wird. Abbildung 3.3. zeigt als

Beispiel hierfiir den Schaltplan fiir vier Iterationen (i = 3).

gen([3].Berechnung. Modultyp

ck e
enable x_oul]15:0] D x cutl150]
raset y_out[28:0] D yiuut[ZD 0
gen1[2].Berechnung.Modultyp xn[15:0) 1 Zoull15:0) [ resull[15:0]
y_in[29:0]
ck [ Kk o 150 |
enable [ gen1[1].Berechnung Modultyp ki 2 in[15:0]
reset [» natle 2ou1s:0l divv__paramelerized5
gen1[0].beginn Moldultyp ek resot Qu26:0)
enable x_out[15:0] x_in[15:0) 1[15:0]
ck resel Ly ouizoq ynj2s:0) |
enable x_out[15:0] x_in[15:0] 2_out[15:0] 2_in[15:0]
rosel y.ou(28:0) yini28:) divv__parameterized3
x_in[15:0] z_out[15:0] z_in[15:0]
x_in[15:0] > e -
y_In[15:0] [Chmmm= zim[15 5 divv__parameterized1
divw

Abbildung 3.3.:Schaltplan der Divisionsberechnung fiir i=3

Es ist zu erkennen, dass die richtige Anzahl an Modulen erzeugt wird, wobei die Zu-
weisungen der Blocke ,Beginn“ fiir das erste Modul links und ,,Berechnung® fiir alle
weiteren Module (vgl. Quellcode 3.10) korrekt vorgenommen werden. Das erste Modul
erhalt die externen Signale ,x_in“ und ,y_in“ als Eingang. Der Anfangswert flr z ist
immer Null. Die dementsprechende Zuweisung fir den Eingang z_in des ersten Mo-
duls wird korrekt umgesetzt, indem der Eingang mit Masse verbunden wird. Bei den
weiteren Modulen werden jeweils die Ausgange des vorherigen Moduls fur X, y, und z
auf die zugehorigen Eingange gelegt. Die Ausgangssignale des letzten Moduls, welche
die Endergebnisse der Berechnung enthalten, sind mit den Ausgangen ,x_out“, ,,y_out”
bzw. ,result” verbunden. Im oberen Bereich der Abbildung 3.3. sind die drei Steuersi-
gnale ,clk® ,reset“ und ,enable“ zu sehen. Diese werden, wie geplant unmittelbar
vom Eingang des FPGA an die entsprechenden Eingdnge der divv-Module weitergege-

ben.

Nachdem die Richtigkeit der Schaltung uberprift worden ist, werden im zweiten
Schritt die einzelnen Signale simuliert. Als Beispiel wird die Berechnung mit 15 Iterati-
onen (i = 14) in Abbildung 3.4. betrachtet. Im rechten Teil der Abbildung ist der zeitli-
che Verlauf der einzelnen Signale dargestellt. Durch die Platzierung eines Markers
(gelbe Linie) werden die Werte ausgelesen und in der Spalte links dargestellt. Die nu-
merischen Werte sind im Format einer Fixkommazahl mit 14 Stellen dargestellt.
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Die oberste drei Signale sind die Steuersignale. Wahrend ,reset“ und ,,enable“ die kon-
stanten Werte 0 bzw. 1 annehmen, wechselt das Taktungssignal ,,clk periodisch zwi-
schen 0 und 1. Hierfir wird, wie aus der obenliegenden Zeitskala abzulesen ist, eine
Gesamtperiodendauer von 20 ns festgelegt. Allerdings dient diese Simulation primér
der Uberpriifung der Signale und gibt nicht die tatsdchlichen Zeitabliufe fiir die ein-
zelnen Berechnungen wieder. Durch eine spatere Zeitsimulation werden die tatsachli-
chen zeitlichen Abldufe quantitativ bestimmt und ggf. Anpassungen an der Perioden-

dauer des Clocking-Signals vorgenommen.

Die Testsignale ,x_in“ und ,y_in“ werden anhand von Zahlenreihen mit beliebigen
Zahlen erzeugt, wobei die Signaldnderungen jeweils zum Zeitpunkt einer abfallenden
Flanke (Wechsel von 1 auf 0) des Clocking-Signals durchgefiihrt werden. Durch Ver-
gleich des Clocking-Signals mit den darunter liegenden Signalen ist zu erkennen, dass
die Berechnungen in den Sub-Modulen und die Anderungen an deren Ausgangssigna-
len jeweils bei der steigenden Flanke des Taktsignals durchgefiihrt werden. Des weite-
ren ist die Pipeline-Arbeitsweise zu erkennen, d. h. es werden jeweils 14 Berechnun-
gen parallel ausgefiihrt, die zeitversetzt gestartet werden.

Die Ergebnisse der Berechnung fir den Quotienten 1/23 der sich durch Wahl der Ein-
gangssignale ,x_in“ = 23 und ,)y_in“ = 1 ergibt, sind in Tabelle 3.1 aufgelistet.

Tabelle 3.1: Dezimale Berechnungsergebnisse fiir ,x_in“ = 23 und ,,y_in“ = 1

Modul Nr. i z_out@) = z; - 2" Z; Fehler
0 16384 1,000000 2200,00%
1 8192 0,500000 1050,00%
2 4096 0,250000 475,00%
3 2048 0,125000 187,50%
4 1024 0,062500 43,75%
5 512 0,031250 -28,13%
6 768 0,046875 7,81%
7 640 0,039063 -10,16%
8 704 0,042969 -1,17%
9 736 0,044922 3,32%
10 720 0,043945 1,07%
11 712 0,043457 -0,05%
12 716 0,043701 0,51%
13 714 0,043579 0,23%
14 713 0,043518 0,09%

)
(O]

713 0,043518 0,09%

Fiur die Ergebnisse der einzelnen Module ist es ohne Bedeutung, ob die Berechnung
nach dem Modul abgebrochen wird oder noch weitere Iterationen durchgefiihrt wer-
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den. Numerisch stimmen diese Werte exakt mit jenen uiberein, die durch eine Tabel-
lenkalkulation berechnet wurden und der Tabelle A.2 im Anhang entnommen werden
konnen. Die letzte Zeile enthalt das Ergebnis flr eine Berechnung mit 16 Iterationen.
Wie bereits erwdhnt, fihrt dies nicht zu einem anderem Ergebnis, weil nur mit 14 bi-
ndren Nachkommastellen gerechnet wird. Daher fithren Rechnungen mit einer Iterati-
onsanzahl i>15 zu demselben Ergebnis wie bei einer Anzahl von Iterationen von
i =14, in diesem Fall: 713-2™". Des Weiteren ist in Tabelle 3.1 die relative Abweichung
zum exakten Ergebnis 1/23 = 0,0434782.. dargestellt. Nach 15 Iterationen wird eine re-
lative Abweichung von 0,09 % erreicht. Das bedeutet, dass die ersten beiden von Null
verschiedenen Dezimalstellen exakt sind und die dritte Stelle um 1 vom korrekten
Wert abweicht. Die Ergebnisse in Tabelle 3.1 belegen die grundsatzliche richtige
Durchfiihrung der einzelnen Iterationsschritte. Im Weiteren wird die Berechnung fir
unterschiedlich grofle Werte und Vorzeichen der Eingabesignale untersucht. Die Er-

gebnisse dieser Simulationen sind in Tabelle 3.2 zusammengefasst.

Tabelle 3.2: Dezimale Berechnungsergebnisse nach 15 Iterationen fiir verschiedene Quotienten

Nr. x.in y_in Zexakt z_out(l) =z, - 2™ Zu Fehler
1 7 1 0,142857143... 2341 0,1428833 0,0183%
2 -7 -1 0,142857143... 2341 0,1428833 0,0183%
3 7 -1 -0,142857143... -2341 -0,1428833 -0,0183%
4 -7 1 -0,142857143... -2341 -0,1428833 -0,0183%
5 2 3 1,5 24575 1,4999389 -0,0041%
6 10 19 1,9 31129 1,8999633 -0,0019%
7 1000 1 0,001 17 0,0010375 3,7597%
8 9000 1 0,000111111... 1 0,0000610 -45,0684%
9 10000 -1 0,0001 -1 -0,0000610 -38.4844%
10 8 1 0,125 2048 0,125 0,0000%
11 1 2 2 32767 1,9999389 -
12 -1 9 -9 -32767 -1,9999389 -

Die ersten vier Zeilen enthalten die simulierten Ergebnisse fiir die moglichen Einga-
ben zur Berechnung von 1/7 bzw. -1/7. Es ist zu erkennen, dass unabhédngig vom Vor-
zeichen des Quotienten betragsmafdig dasselbe Ergebnis erreicht wird. Dies belegt,
dass die insgesamt vier Varianten, die in Abhéngigkeit der Vorzeichen zur Berechnung

herangezogen werden (vgl. Quellcode 3.4), korrekt entworfen worden.

Die beiden folgenden Zeilen 5 und 6 zeigen, dass die Berechnungen auch fiir den Fall
,y_in“ grofier als ,,x_in“ d. h. fir Quotienten grofier als 1 funktionieren. Ferner ist zu
erkennen, dass der relative Fehler mit steigendem Betrag des Quotienten tendenziell
abnimmt. Dies ist darauf zuruckzufiihren, das der Algorithmus bei 15 Iterationsschrit-

ten mit einer begrenzten Genauigkeit von 14 bindren Nachkommastellen arbeitet. So-
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mit kann der Betrag des absoluten Fehlers mit e, = 2'*~ 6,1035-10° nach oben abge-
schatzt werden. Folglich sinkt der auf den Wert des Quotienten bezogene relative Feh-
ler mit der GrofSe des Quotienten. Dementsprechend fiihrt die Berechnung von sehr
kleinen Quotienten zu grofden Fehlern. Zeile 7 zeigt das am Beispiel der Berechnung
von 1/1000. Werden, wie in Zeile 8 und 9, Quotienten berechnet, die kleiner sind als 2
B erreicht die Berechnung die Grenze ihres Auflosungsvermdégens und es ergibt sich
immer das Ergebnis 2% was meist einen sehr grofSen Fehler bedeutet. Quotienten die
kleiner sind als 2™ konnen aufgrund der Restriktion der Bit-Linge fiir die Eingabegro-

fSen nicht berechnet werden.

Ein Sonderfall ist die Berechnung von Quotienten, die einer ganzzahligen Potenz von
1/2 entsprechen. Sofern diese Potenz kleiner oder gleich 14 ist, fihrt die Iteration zum
exakten Ergebnis. Zeile 10 zeigt dies am Beispiel der Berechnung von 1/8.

Des Weiteren ist, wie bereits in Kapitel 2.4.4 erlautert, die Anwendung des CORDIC-Al-
gorihtmus auf Quotientenbetrage von weniger als 2 beschrankt. Zeile 11 und 12 zei-
gen die Berechnungsergebnisse fiir unzulédssige Eingaben. Je nach Vorzeichen wéachst
bzw. sinkt das Ergebnis kontinuierlich bis der maximale Betrag von

14 14 -15 15
; i 1-2 2 -1 32767
‘214 max — Z 2= Z (271) = = = ~1,9999389 (3.1)
i=0 i=0 1-271 214 16384

erreicht ist. Dieser Wert entspricht dem maximalen Betrag des Quotienten, der mit 15
Iterationsschritten berechnet werden kann. Fir beliebige Eingaben, deren Betrag

uber diesem Grenzwert liegt, wird immer dieses Resultat berechnet.

Diese Simulationen belegen, dass der Entwurf den CORDIC-Algorithmus korrekt und
fehlerfrei abbildet. Die aufgezeigten Probleme der geringen Genauigkeit bei kleinen
Quotienten und des nach oben begrenzten Betrags fiir berechenbare Quotienten kon-
nen durch eine Vorverarbeitung der Eingangssignale gelost werden. Durch eine einfa-
che Stellenverschiebung im Bindrbereich konnen giinstigere bzw. zuldssige Werte fur
die Eingangssignale erreicht werden. Ein moglicher Ansatz hierzu ist, die Anzahl der
binaren Stellen der beiden Eingabewerte durch die Multiplikation des kleineren Wer-
tes mit 2* anzugleichen. Das Ergebnis der Iteration dann durch eine Multiplikation mit
bzw. Division durch 2* auf den tatsdchlichen Wert zuriickverschoben werden. So wiir-
de beispielsweise statt 9/1 in die Berechnung fir 9/8 durchgefiihrt und das Ergebnis
mit 8 multipliziert werden, d. h. um drei Binérstellen nach links verschoben. Statt des
Quotienten 1/1000 wiirde nach diesem Ansatz 512/1000 berechnet und das Ergebnis
um neun Stellen nach rechts verschoben werden. Allerdings konnen diese Operatio-
nen wegen der auf 16 Bit beschrankten Lange des Ausgangssignals nicht auf dem
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FPGA realisiert werden. Diese begrenzt das bindare Format des Berechnungsergebnis-
ses auf eine Vorkomma- und 14 Nachkommastellen. Somit konnen von Null verschie-
dene Zahlen nur im Wertebereich 2* < z < 2 - 2"'* dargestellt werden. Da der Fokus
dieser Arbeit auf der Implementierung des CORDIC Algorithmus auf dem FPGA liegt,
werden solche Konzepte zur Erweiterung des Gultigkeitsbhereichs und Verbesserung
der Genauigkeit mithilfe von Operationen, die aufSerhalb des FPGA durchzufiihren
sind, nicht ndher betrachtet.

Des Weiteren wird eine Zeitsimulation durchgefiihrt, um die korrekte Funktion des
Entwurfs auf der Zeitebene zu tiberprifen. Ein Ausschnitt des Simulationsergebnisses
ist in Abbildung 3.5. dargestellt.

294303 ns

Abbildung 3.5.: Ergebnisse der Zeitsimulation der Division mit i = 14 fiir einen Takt von 50 MHz

Die Berechnung startet bei einer positiven Flanke mit der Zeitkoordinate 110 ns (blaue
Linie). Der Abschluss der Berechnung ist daran zu erkennen, dass sich das unterste Si-
gnal, welches in Abbildung 3.5. dargestellt ist, von 0 auf 1 dndert. Fir diesen Wechsel
(gelbe Linie) ergibt sich eine Zeitkoordinate von 394,303. Bei idealer Operation der
Bauelemente ohne Zeitverzug wiirde die Berechnung 14 Arbeitstakte mit jeweils
20 ns, d. h. 280 ns erfordern. Unter Bertuicksichtigung der Anfangszeit liegt der ,ideale“
Abschlusszeitpunkt der Simulation bei 390 ns. Somit liegt eine Verzogerung von
4,303 ns vor. Diese Zeitspanne resultiert aus einer Schaltverzégerung, die in einzelnen
Gattern bzw. Flipflops zwischen der Anderung des Eingangssignals und der entspre-
chenden Anderung des Ausgangssignals auftritt. Mit dem verwendeten FPGA wiren
zwar prinzipiell Taktfrequenzen von bis zu 100 MHz mdglich, jedoch zeigt die Zeitsi-
mulation, dass fir Frequenzen von mehr als 50 MHz bzw. Taktzeiten von weniger als
20 ns, die Berechnung nicht korrekt funktioniert.

Als Ergebnis der durchgefiihrten Simulationen kann festgehalten werden, dass der
Entwurf wie gewlnscht funktioniert. Unter Bertuicksichtigung der erlduterten Ein-

schrankungen, die sich aus dem CORDIC-Algorithmus und der maximalen Signalldnge
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ergeben, sind die Berechnungsergebnisse korrekt. Des Weiteren ist die korrekte Funk-
tion auf eine Taktfrequenz von maximal 50 MHz beschréankt.

3.3 Arcussinus-Berechnung in VHDL

Das Konzept fir die Umsetzung der Berechnung des Arkussinus mithilfe des CORDIC-
Algorithmus dhnelt weitgehend dem Ansatz fiir die Divisionsberechnung (siehe Ab-
bildung 3.2.). Es werden wieder zwei Modul-Typen fiir die Berechnung angelegt. Das
Hauptmodul , Arsin_end“ steuert die Berechnung und erzeugt die Submodule vom Typ
»arsin“, mit denen jeweils ein Iterationsschritt umgesetzt wird.

Arcsin_end
ok |
snalle Gen(0):Normierung Gen(i+1):arcsin
* ek clk
enable enable
Hgeek > reset * reset
X_in x_out 7 x_in x_out[
RO (L
z_in z_out z_in z_out
arg [15:0] > . Wy et o
Gen(N-1):arcsin Gen(N):arcsin
clk clk
enable enable
reset > raset
“Hx_in X_out X_in x_out
y_in y_out >y in y_out
" z_in z_out >z in z_out Pl Arcsin_Result
“lar arg_out arg arg_out

Abbildung 3.6.: Konzept fiir die Realisierung des CORDIC-Algorithmus zur Berechnung
des Arkussinus mit FPGA (eigene Darstellung)

Der wesentliche Unterschied zur Division besteht in den Eingangssignalen. Fur die Ar-
kussinus-Berechnung wird zusétzlich das Signal ,,arg“ verwendet. Dieses stellt das Ar-
gument dar, fur das die Berechnung ausgefiihrt werden soll. Dieses wird im Zuge der
Iteration nur fur die Ermittlung der Entscheidungsfaktoren benotigt und daher unver-
andert von Submodul zu Submodul weitergegeben. Im Gegensatz dazu wird bei der

Division der zu berechnende Quotient durch Eingangswerte fliir x (Nenner) und y
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(Nenner) festgelegt. Hier werden Eingangssignale fir X, y und z nicht bendtigt, da die
Startwerte fur diese Grofien durch die Iterationsvorschrift (siehe. Kapitel 2.4.2) vorge-
geben sind.

3.3.1 Submodul ,,Arcsin

Ausgangspunkt fir den Entwurf dieses Moduls ist dessen Deklaration und die Be-
schreibung der eingehenden Signale sowie der Definition der Ein- und Ausgéange (sie-
he Quellcode 3.11). Das Modul verwendet zwei generische Variablen (Zeile 18 und 19)
die in Abhéngigkeit der Iterationsnummer i durch das Hauptmodul erzeugt werden.
Bei ,k1“ handelt es sich um einen Divisor der Grofe 2, der fiir die Berechnung des
Ausgangswertes ,,y_out“ benotigt wird. Die Variable ist identisch zur Variable k1, die
bei der Divisionsberechnung eingefiihrt wurde. Die zweite generische Variable nimmt
den Wert arctan(2”) an und stellt die Schrittweite fiir die Anderung von z im i-ten Ite-

rationsschritt dar.

17 |entity arcsin is

18 |generic(k1 . integer ;

19 arct : integer) ;

20 |Port ( clk : in std_logic ;

21 reset : in std_logic ;

22 enable : in std_logic ;

23 x_in : in std_logic_vector(15 downto 0) ;
24 y_in : in std_logic_vector (15 downto 0) ;
25 z_in : in std_logic_vector(15 downto 0) ;
26 arg . in std_logic_vector(15 downto 0) ;
27 arg_out : out std_logic_vector(15 downto 0) ;
28 x_out : out std_logic_vector(15 downto 0) ;
29 y_out : out std_logic_vector(15 downto 0) ;
30 z_out : out std_logic_vector(15 downto 0) ) ;
31 |end arcsin;

Quellcode 3.11: Deklaration von Variablen und Ports fiir das Modul ,,arcsin“

Die Ein- und Ausgangssignale in den Zeilen 20 bis 30 sind abgesehen von den zusatzli-
chen Signalen ,arg“ und ,,arg_out“ in Bezug auf Format und Bedeutung dhnlich zu de-
nen des Moduls ,,divv“ (siehe Quellcode 3.1) und wurden bereits dort erlautert.

Die Besonderheit bei diesem Modul ist, dass fur alle numerischen Groéfsen Signale mit
der gleichen Bitbreite von 16 Bit verwendet werden. Dieses Format entspricht jeweils
einer vorzeichenbehafteten Fixkommazahl mit 14 Nachkommastellen. Dadurch ist der
darstellbare Zahlenbereich auf einen Betrag von maximal 2 - 2'* beschrédnkt, was flr
diese Berechnung ausreichend ist. Die tatsachlichen auftretenden Grenzwerte sind:

+ Da die Sinusfunktion auf den Wertebereich [-1 ; 1] abbildet, konnen zuléssige Einga-

ben nur aus diesem Bereich stammen, d. h. |arg|< 1.
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+ Bei der Berechnung von z wird in jedem Schritt eine Anderung von arctan(2?) ad-
diert bzw. subtrahiert. Somit ist der maximal berechenbare Betrag beschrankt auf
14
|Z<> arctan (Z’i) ~1,78 (3.2)
i=0
» Die Werte fiir x und y ndhern sich ausgehend von den Startwerten 1/K=0,6 und
0 an die Werte
lim x,=V1-arg’ und lim y =arg (3.3)
an. Daher sind die Werte im Lauf der Iteration betragsmafiig immer kleiner als

der Maximalwert des Arguments, d. h. 1.

Die modulinterne Berechnung erfolgt mit internen Signalen im Integerformat. Diese
Signale repasentieren die Anfangswerte (,,x0%, ,,y0%, ,,z0“), die Berechnungsergebnisse
(,x1%, ,y1% ,,z1%) sowie das auszuwertende Argument (,arg0“). Wie bereits beim Mo-
dul ,DIVV*“ erldutert, ist die Ldnge dieser Signale zu beschridnken, da sonst die Signale
automatisch in 32 Bit Lange erzeugt werden, was deutlich ldnger als erforderlich ist.
Hier wird fur alle Groflen dasselbe Zahlenformat wie fir die externen Signale ver-
wendet, ndmlich signed Integer mit 16 Bit Lange (siehe Quellcode 3.12).

36 | SUBTYPE S8 IS INTEGER RANGE -2*%*15 TO (2**15)-1 ;
37
38 | signal x1 , x0 , y0O , y1 , z1 , z0, arg0 : S8 :=0 ;

Quellcode 3.12: Beschrinkung der Linge der Variablen im Modul ,,Arcsin“

Im Quellcode 3.12 wird zunéchst fur die internen Signale ein Subtyp des Formats sig-
ned Integer mit einer Lage von 16 Bit angelegt und anschliefSend die internen Signale

mit diesem Typen angelegt und mit dem Wert 0 initialisiert.

Da die externen Signale, dasselbe Zahlenformat als Std_Logic_vector verwenden, kon-
nen die externen Eingangssignale nach der Umwandlung in Integer-Signale direkt
dem zugehorigen internen Signal zugewiesen werden (siehe Quellcode 3.13).

40 x0 <= to_integer(signed(x_in));
41 y0 <= to_integer(signed(y_in));
42 z0 <= to_integer(signed(z_in));
43 arg0 <= to_integer(signed(arg)) ;

Quellcode 3.13: Definition der inneren Signale Modul ,,Arcsin“

Der Entwurf des Prozesses fur die Durchfiihrung der Iterationsschritte des CORDIC-Al-
gorithmus im Submodul ist in Quellcode 3.14 dargestellt. Wie bereits beim Modul
,DIVV* (siehe Quellcode 3.4) wird der Prozess mit einer Sensitivy-Liste aufgerufen,

welche aus den Steuersignalen ,clk“ und ,reset” besteht. Die logische Struktur der Ak-
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tionen, die nach dem Triggern des Prozesses infolge der Anderung eines dieser Signale
durchgefiihrt werden, ist im Prozess im Quellcode 3.4 zu erkennen: Falls das Signal
,reset“ den Wert Logisch 1 hat, wird die Berechnung zurtiickgesetzt, wobei alle Aus-
gangsignale auf 0 gesetzt werden (siehe Zeile 47 bis 50). Anderenfalls wird unter der
Bedingung, dass ,Enable“ den Wert einer logischen 1 hat, bei einer steigenden Flanke
des Takt-Signals ,,clk“ die Berechnung ausgelost (siehe Zeile 51 und 52).

45 |process (clk,reset)

46 begin

47 if (reset = '1') then

48 x1 <= 0;

49 yl <= 0;

50 z1 <= 0;

51 elsif rising_edge(clk) then
52 if enable = '1' then

53 if (argd - y0 < 0) then
54 x1 <= x0 + y0/k1 ;
55 y1 <= y0 - x0/k1 ;
56 z1 <= z0 - arct ;
57 elsif (arg0 -y0 > 0) then
58 x1 <= x0 - y0/k1 ;
59 y1 <= y0 + x0/k1 ;
60 z1 <= z0 + arct ;
61 else

62 x1 <= x0 ;

63 yl <= y0

64 z1 <= z0 ;

65 end if ;

66 arg_out <= arg ;

67 end if ;

68 | end if ;

69 | end process ;

Quellcode 3.14: Prozess fiir die Durchfiihrung eines Iterationsschrittes im Modul ,,Arcsin“

Die eigentliche Berechnung, die in den Zeilen 53 bis 65 entworfen ist, entspricht der
Iterationsvorschrift in Gleichung 2.52. Dabei wuerden die drei Berechnungsvarianten,
die sich aus den drei moglichen Auspragungen des Entscheidungsfaktors ergeben,
uber die Auswertung von if-Bedingungen aufgerufen. Fir die Berechnung von ,x1%,
,y1¢ sowie ,z1“ werden die Schrittweiten 2" bzw. arctan(2”) benétigt. Das Problem,
dass auf der Ebene des Moduls die Iterationsnummer ,,i“ nicht verfiighar ist, wird wie
bei der Divisionsberechnung durch generische Variablen gelost. Die generischen Vari-
ablen k1 und arct, werden wie bereits erwahnt vom Hauptmodul ,,Arcsin-End erzeugt
und dem Submodul tiibergeben. Im letzten Teil des Prozesses wird nach Abschluss der
Berechnungen das eingegangene Argument (arg_in) unverdndert dem Ausgang
(arg_out) zugewiesen (siehe Zeile 66). Diese Vorgehensweise wurde bereits beim un-

veranderten Signal ,x-in“ im Prozess des Moduls ,Divv“ angewendet und dient dazu,
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die Storung des Berechnungsverlaufes durch die Generierung ungetakteter Latches

zu verhindern.

70 x_out <= std_logic_vector(to_signed(x1, x_out'length)) ;
71 y_out <= std_logic_vector(to_signed(y1, y_out'length)) ;
72 z_out <= std_logic_vector(to_signed(z1, z_out'length)) ;

Quellcode 3.15:Erzeugung der Ausgangssignale im Modul ,,Arcsin®

Die anderen Signale, welche durch den getakteten Prozess erzeugt worden sind, wer-
den nach der Umwandlung in einen std_logic_vector den zugehorigen Ausgangsgro-

BBen zugewiesen (siehe Quellcode 3.16).

3.3.2 Haupt-Modul ,,Arcsin_end

Die Deklaration der Variablen sowie der Ein- und Ausgidnge de Hauptmoduls fir die
Berechnung des Arkussinus erfolgt mithilfe des dargestellten Entwurfs im Quellcode
3.16.

37 |entity arcsin_end is
38 | generic ( N : Integer := 14) ;

39 Port ( clk : in std_logic ;
40 reset : in std_logic ;
41 enable : in std_logic ;
42 arg . in std_logic_vector (15 downto 0);

43 | Arcsin_result : out std_logic_vector(15 downto 0) ) ;
44 end arcsin_end;

Quellcode 3.16: Deklaration von Variablen und Ports fiir das Modul Arcsin_end

Durch die generische Variable ,N“ wird die Zahl der Iterationsschritte definiert. Die
dargestellte Zuweisung des Wertes 14 impliziert die Durchfiihrung von 15 Iterationen
im CORDIC-Algorithmus. Wie bereits bei der Divisionsberechnung erldutert und durch
Simulation nachgewiesen wurde, konnen zwar beliebig viele Iterationen vorgegeben
werden, aber Werte von N > 14 fiihren aufgrund der Beschrankung des Zahlenformats
auf 14 bindre Nachkommastellen zu keinem genaueren Ergebnis, sondern nur zu ei-
ner Verlangerung der Berechnungsdauer. Die Ports ,,clk®, ,reset“ und ,enable® enthal-
ten die bereits hinldnglich erlauterten Steuersignale. Die beiden weiteren Ports erhal-
ten als Signale eine Reprasentation numerischer Werte im Format vorzeichenbehafte-
ter bindrer Fixkommazahlen mit 14 Nachkommastellen. Das Signal ,arg“ entspricht
dem Wert, fiir den der Arkussinus berechnet werden soll. ,Arcsin_result® ist das Be-
rechnungsergebnis nach ,N“+1 Iterationen. Fur die Grofien X, y und z werden keine
externen Signale benotigt. Fir die hier durchgefiihrte Berechnung des Arkussinus
sind sie lediglich Hilfsgrofien, die als interne Signale von Submodul zu Submodul wei-

tergegeben werden. Daflir werden, wie bereits beim Hauptmodul der Division erldu-
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tert wurde, mehrere Arrays generiert, die alle Berechnungsergebnisse der jeweiligen

Grofde enthalten (siehe Quellcode 3.15). Die Komponente i € {0,1,...,N} von ,x_out®,

Ly_out“ bzw. ,z_out“ enthalt den entsprechenden Wert am Ausgang von Submodul i.

65
66
67
68
69
70

type A_v16 is array (0 to N) of std_logic_vector(15 downto 0);
signal x_out_1 : A vie
signal y out_l : A vie
signal arg_out_1 : A_vi16 ;
signal z_out_1 A vie

Quellcode 3.17: Festlegung der Typen fiir die internen Signale fiir die Arkussinusberechnung

Wie in Zeile 70 von Quellcode 3.17 zu sehen, wird zusatzlich das interne Signal

arg_out_1 definiert. Dieses enthélt kein Berechnungsergebnis. Es dient lediglich dazu,

das auszuwertende Argument unverdndert von Submodul zu Submodul weiterzuge-

ben.

Die Kernaufgabe des Hauptmoduls ist auch bei der Akussinusberechnung die Erzeu-

gung und Verbindung der Submodule welche die einzelnen Berechnungsschritte

durchfihren. Der zugehorige Entwurf ist in Quellcode 3.18 dargestellt. Durch das ,ge-

nerate“-Statement werden die einzelnen Submodule erzeugt. Hierbei ist zu unter-

scheiden zwischen dem ersten Modul mit i = 0 (Zeile 76 bis 83) und den weiteren Mo-
dulen (Zeile 85 bis 92).

74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96

gen : for 1 in 0 to n generate

beginn : if 1 = 0 generate
asin : arcsin
generic map (k1=>2#%#%(1i),
arct=>integer(16384.0*arctan(2.0**real(-1))) )
port map (clk , reset , enable ,x"26e0" , (others => '0') ,
(others => '0') , arg , arg_out_1(i) , x_out_1(i) ,
y_out_1(i) , z_out_1(i));
end generate ;

D : if i >= 1 generate
asin : arcsin
generic map (k1=>2%**(1),
arct=>integer(16384.0%arctan(2.0**real(-1))) )
port map (clk , reset , enable ,x_out_1(i-1) , y_out_1(i-1) ,
z_out_1(i-1),arg_out_1(i-1), arg_out_1(1i) ,
x_out_l1(i) , y_out_1(i) , z_out_l(i));
end generate ;

end generate ;

Arcsin_result<=z_out_I1(N) ;

Quellcode 3.18: Erzeugung und Verbindung der einzelnen Module fiir die Arkussinusberechnung
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In beiden Féllen werden zunéchst die generischen Variablen ,k1“ und ,arct“ erzeugt,
welche die Verschiebungen fiir die Grofien x und y bzw. z bei der Durchfiihrung des
CORDIC-Algorithmus enthalten. Durch die Einbindung als generische Variable wer-
den Wertelisten mit Konstanten berechnet und in Registern abgespeichert. Somit ent-
steht keine zusdtzliche Hardware fir deren Berechnung. Durch die dargestellte Be-
rechnung wird der Arkustangens von 2" zunéchst als Realzahl berechnet und durch
die anschlieBende Multiplikation mit 2'* = 16384 in das Binarformat konvertiert, wel-
ches fiir die Berechnungen genutzt wird.

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Submodulvarianten besteht in der
Zuweisung der Eingange und Ausgange, welche durch das Statement ,,port map“ ge-
maf$ der Reihenfolge in der Moduldefinition (siehe Quellcode 3.11) erfolgt. Fir das ers-
te Modul (Zeilen 80 — 82) erhilt der Eingang ,x_in“ den Wert des Skalierungsfaktors K
als Hexadezimalzahl, d. h. 26e0, wahrend die Eingange ,y_in“ und ,z_in“ durch die An-
weisung ,others => '0" auf 0 gesetzt werden. Aufierdem wird dem Eingang ,arg_in“
das Eingangssignal ,,arg“ des Hauptmoduls zugewiesen. Fiir die weiteren Module wer-
den diese Eingdnge mit den Ausgangen des vorherigen Moduls verbunden (Zeilen
89 - 90). Abschliefdend wird das Berechnungsergebnis des letzten Moduls auf den ent-
sprechenden Ausgang ,,Arcsin_result“ des Hauptmoduls Uibertragen.

3.3.3 Simulation

Der VHDL-Entwurf fir die Berechnung des Arkussinus wird wie der Entwurf fur die
Divisionsberechnung mithilfe von Vivado anhand mehrerer Simulationen tiberpruft.
Die Vorgehensweise ist analog (siehe Abschnitt 3.2.3). Zunéachst wird die Schaltung
uberpriift, danach die Berechnungsergebnisse analysiert und abschliefsend das Zeit-
verhalten bestimmt.Beispielhaft wird der Schaltplan fiir die Schaltung mit 2 Iterati-
onsschritten (i = 3) betrachtet. Der durch die Funktion Schematic erzeugte Schaltplan
ist in Abbildung 3.7. zu sehen

gen[0].beginn_asin
gen[1].D.asin
- ARG[15:0]
arg[15:0]
o E:IE B—- Z_in[15:0] Arg_out[15:0] ARG[15:0]
clk x_out[15:0] Z in[15:0] | geniZlDasin
enable [ enable y_out[15:0] clk *_out[15:0] T
reset D reset z_out[15:0] enable y_out[15:0] ARG[15:0]
| vemwoeoniotionons x in{15:0] | reset z_out[15:0] Z_in[15:0]
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Abbildung 3.7.: Simulierter Schaltplan der Arkussinusberechnung fiir i=3

+ Arcsin_result[15:0]
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Der Schaltplan belegt die grundsatzliche Richtigkeit der Implementierung. Es ist klar
zu erkennen, dass drei Submodule erzeugt worden sind. Die drei externen Steuersi-
gnale ,,clk®, ,enable“ und ,reset“ werden an die zugehorigen Eingange aller Submodu-
le geleitet. Das vierte Signal ,,arg“ mit dem auszuwertenden Argument wird hingegen
nur zum ersten Modul gefiihrt. Des Weiteren erhdlt das erste Modul ein Signal mit ei-
nem konstanten Input (,x_in“), wobei der exakte Wert im Schaltplan als Bindrzahl
dargestellt ist. Die beiden verbliebenen Eingange (,y_in“ und ,,z_in“) sind mit der Mas-
se verbunden, d. h. mit 0 belegt. AufSerdem ist zu erkennen, wie die vier internen Si-
gnale jeweils von den Submodulausgangen zu den entsprechenden Eingadngen des Fol-
gemoduls gefiihrt werden. Eine Ausnahme bildet nur das letzte Modul, bei dem nur

ein Ausgang, namlich der fiir das Berechnungsergebnis, benotigt wird.

Im zweiten Schritt werden die Signalverldufe und die Berechnungsergebnisse der ein-
zelnen Module analysiert. Das Ergebnis fiir die Simulation mit 15 Iterationen (i=14) ist
Abbildung 3.8. zu entnehmen. Der Verlauf dhnelt dem Signalverlauf fur die Divisions-
berechnung. Der Tabelle am linken Rand konnen die einzelnen Signalbezeichnungen
und die Werte an der Position des gelben Markers abgelesen werden. Der Marker ist
hier am Ende des ersten Iterationsdurchlaufs positioniert.

Die drei obersten Signale sind die Steuersignale, welche zwischen den Werten 0 und 1
wechseln konnen. Zunéchst steht das ,reset“-Signal auf ,,1“ besitzt hat, wodurch alle
Ausgangssignale den Wert ,0“ erhalten. Da ,enable“ permanent den Wert ,1% kann
nach dem Wechsel von ,reset auf ,,0“ die Berechnung gestartet werden. Die zu be-
rechnenden Werte werden mit dem Signal ,arg“ zugewiesen. Zundchst hat dieses Si-
gnal den Wert ,,0“. Danach wird eine Folge von Werten zugewiesen, wobei der Wech-
sel zum néachsten Wert jeweils bei einer fallenden Flanke des ,clk“-Signals erfolgt.

Es ist zu erkennen, dass nach Zugeweisung der Werte, die Signale zwischen den Modu-
len, welche alle anfanglich den Wert 0 hatten, sukzessive die Berechnungsergebnisse
des ersten Argumentes erhalten. In Folge werden diese durch die Berechnungsergeb-
nisse der folgenden Schritte Uiberschrieben. Das bedeutet, dass die Pipeline wie ge-

winscht funktioniert.
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Abbildung 3.8.: Verhaltenssimulation der Signale der Arcus-Sinus-Berechnung fiir i=14
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Im Folgenden wird der Berechnungsablauf fiir ein Argument von 0,5 = 8192-2™* im De-
tail betrachtet. Die Ergebnisse der einzelnen Submodule sind in Tabelle 3.3 zusam-
mengestellt. Zusatzlich ist die relative Abweichung zum exakten Ergebnis von m/
6 = 30° angegeben.

Tabelle 3.3: Dezimale Berechnungsergebnisse der Arkussinusberechnung mit ,,arg“ = 0,5

Modul Nr.i z out(i) = z;- 2* Zi Fehler
0 12868 0,785400 45,000° 50,00 %
1 5272 0,321777 18,436° -38,55 %
2 9286 0,566772 32,474° 8,25 %
3 7249 0,442444 25,350° -15,50 %
4 8272 0,504883 28,928° -3,57 %
5 8784 0,536133 30,718° 2,39 %
6 8528 0,520508 29,823° -0,59 %
7 8656 0,528320 30,271° 0,90 %
8 8592 0,524414 30,047° 0,16 %
9 8560 0,522461 29,935° -0,22 %
10 8576 0,523438 29,991° -0,03 %
11 8584 0,523926 30,019° 0,06 %
12 8580 0,523682 30,005° 0,02 %
13 8578 0,523560 29,998° -0,01 %
14 8578 0,523560 29,998° -0,01 %

)
93]

8578 0,523560  29,998° -0,01 %

Die dargestellten Berechnungsergebnisse entsprechen denen einer theoretischen Kal-
kulation (siehe Anhang B). Bei dieser theoretischen Berechnung wurden bei den ein-
zelnen Termen in den Berechnungsformeln die Dezimalanteile, welche tiber 14 binére
Nachkommastellen hinaus gehen, ohne Rundung gestrichen. Unter Berucksichtigung
dieser Einschrankung, welche aus dem gewdahlten Zahlenformat resultiert, stimmen

die einzelnen Ergebnisse tiberein. Somit ist die Berechnung korrekt implementiert.

Die Berechnungsergebnisse der Submodule stellen nicht nur Zwischenergebnisse dar,
sondern auch das Endergebnis, falls die Berechnung nach diesem Modul abgebrochen
wird. Aus Tabelle 3.3 ist zu entnehmen, dass nach 14 Iterationen (i=13) der Endwert
erreicht wird, was darauf zuriickzufithren ist, dass der numerische Wert fiir
»y_out(13)“ identisch zum Argument ist und deshalb der Entscheidungsfaktor in den
folgenden Schritten den Wert 0 annimmt. AufSerdem wurden mehr als 15 Iterations-
schritte simuliert, was aber wie erwartet, zu keinem anderen Ergebnis fihrt als 15 Ite-
rationen. Der Grund daftr ist, dass die Verschiebungen der Berechnungsgrofien, de-
ren Betrige die mathematische Form y;-2”, x-2" und arctan(2?) haben, im vorgegeben

Zahlenformat 0 sind.
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Um die Korrektheit des Entwurfs fiir beliebige Argumente und die Genauigkeit des Al-
gorithmus zu eruieren, werden weitere Simulationen fur verschiedene Argumente
mit i=14 simuliert. Die Simulationsergebnisse sind in Tabelle 3.4 zusammengestellt.
Zusatzlich sind die ,exakten® Ergebnisse, welche mit einem Taschenrechner auf 12
Stellen genau berechnet wurden, sowie die relative Abweichung der Iterationsergeb-

nisse von diesen Werten dargestellt.

Tabelle 3.4: Dezimale Berechnungsergebnisse nach 15 Iterationen fiir verschiedene Argumente

Nr. arg arg- 2" z_out(i) = z4, - 2™ Z1a Zeoxakt Fehler
1 0,25 4096 2341 14,471° 14,478° -0,05 %
2 -0,25 -4096 2341 -14,471° -14,478° -0,05 %
3 0,75 12288 -2341 48,574° 48,590° -0,03 %
4 -0,75 -12288 -2341 -48,574°  -48,590° -0,03 %
5 0,01 164 165 0,577° 0,573° 0,71 %
6 0,001 16 17 0,059° 0,057° 3,76 %
7 213 2 3 0,010° 0,007° 50,00 %
8 1 16384 28561 99,879° 90,000° 10,98 %
9 -1 -16384 -28561 -99,879° -90,000° 10,98 %
10 ~0,997 16327 26515 92,724° 85,219° 8,81 %
11 ~0,996 16326 24469 85,569° 85,178° 0,46 %

Die Simulationen 1 bis 4 zeigen die Ergebnisse fiir verschiedene Werte mit unter-
schiedlichem Vorzeichen. Die Ergebnisse sind unabhéngig vom Vorzeichen, d. h. fir
Argumente gleichen Betrages wird ein betragsmafdig identisches Ergebnis erreicht.
Dies gilt nicht nur fir die dargestellten Ergebnisse nach 15 Iterationen, sonder auch
fir jeden einzelnen Schritt der Iteration. Insgesamt wird bei Argumenten mittlerer

Grofe eine sehr gute Genauigkeit erreicht.

Bei sehr kleinen Argumenten, wie sie in den Simulationen 5,6 und 7 untersucht wer-
den ist das Ergebnis meist im Betrag um 1-2'* grofer als das Argument. Vor dem Hin-
tergrund, dass fir sehr kleine Winkel die Naherungsbeziehung

2n-1

: 1 4 1 5 (_ ) 2n-1

sin({gp|=p——@’+— @’ +...+ —— +om (3.4)
lo)=¢ 6" 120" (2n—1)!¢ Y

gilt, kann der absolute Fehler der Ergebnisse flir kleine Argumente mit 1-2"* ~ 0,0035°

abgeschatzt werden. Dies ist zwar gering , kann aber bei entsprechend kleinen Argu-

menten zu einer erheblichen relativen Abweichung fithren.

In den Simulationen 8 und 9 werden die Arkussinuswerte fur die maximal zuldssigen
Argumente bestimmt. Hier fiihrt die Simulation zu einem Ergebnis, das deutlich gro-
BBer als das korrekte Resultat von 7/2 = 90° ist. Ein Grund fiir dieses Resultat ist, dass
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die Summe der Drehungen nicht auf den Bereich + 90° beschrankt ist. Werden alle
Teildrehungen in eine Richtung ausgefiihrt, ergibt sich fur die Gesamtdrehung ein Be-
trag von

14

P e =X |Z,,|= 2 arctan (2] =1,7422. .. 2 28561.2" (3.5)

i=

Dieser maximale Winkel wird nicht nur bei der Simulation des maximalen zuldssigen
Argumentes, sondern auch bei etwas kleineren Argumenten erreicht. Um dieses Ver-
halten des Algorithmus zu erlautern, werden in Tabelle 3.5 die Berechnungsergebnis-
se der ersten Iterationsschritte der Simulation dargestellt. Zum besseren Verstandnis

ist der dem Wert von z; entsprechende Winkel angegeben.

Tabelle 3.5: Einzelschritte der Berechnung von arcsin(1)

Moduli x_out(i) = x;- 2" y_out(d) =y;- 2" z_out(@) = z;- 2" z
0 9952 9952 12868 45,00°
1 4976 14928 20464 71,56°
2 1244 16172 24478 85,60°
3 =777 16327 26515 92,72°
4 -1797 16279 27538 96,30°
5

-2305 16223 28050 98,09°

Entscheidend fiir dieses Verhalten ist, dass fiir die Festlegung des Entscheidungsfak-
tors lediglich das Argument — hier 1 = 16384-2™ -- mit dem Wert y; verglichen wird, ge-
nauer gesagt: solange das Argument grofer ist als y; wird weiter gegen den Uhrzeiger-
sinn gedreht. Aus der Tabelle wird ersichtlich, dass der ,kritische“ Punkt fir das Uber-
drehen tiber 90° hinaus in Modul 3 erreicht wird. Ist das Argument grofder als der Aus-
gangswert fiir y aus Modul 2, d. h. 16172.2™, erfolgt eine weitere Teildrehung gegen
den Uhrzeigersinn. Dies hat zur Folge, dass der Ausgangswert von Modul 3 fir x nega-
tiv wird, was gleichbedeutend mit einer Gesamtdrehung von mehr als 90° ist. Ist das
Argument Kleiner als 16172-2™, wiirde in Gegenrichtung gedreht und wegen der rasch
abfallen Grofse der Teildrehungen zu keinem spéteren Zeitpunkt eine Gesamtdrehung
von 90° erreicht. Fur die Stabilitdt des Algorithmus ist allerdings ein anderer Wert des
Arguments ausschlaggebend. Das einmalige Uberschreiten von 90° kann kompensiert
werden, falls im nachsten Schritt im Uhrzeigersinn gedreht wird. Dafiir ist es erfor-
derlich, dass das Argument kleiner ist als der angegebene y-Ausgangswert von Modul
3, d.h. 16327-2". Anderenfalls erfolgt eine weitere Drehung entgegen des Uhrzeiger-
sinns, wodurch y immer weiter abnimmt und sich so dessen Differenz zum Argument

mit jedem weiteren Schritt anwachst anstatt reduziert zu werden. Die Folge davon ist
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dass kontinuierlich bis zum Ende weiter entgegen des Uhrzeigersinns gedreht und

der oben genannte Endwert der Drehung erreicht wird.

Somit ist die Berechnung auf Argumente beschréinkt, deren Betrag kleiner ist als der
Wert 16326-2™* =~ 0,99646. Im Gegensatz zur Division lasst sich diese Begrenzung der
Genauigkeit des CORDIC-Prozessors nicht durch eine Verschiebeoperation des Ein-
gangssignals vor der Zuweisung an den Prozessor beheben. Der Grund dafir liegt in
der Nichtlinearitat der inversen trigonometrischen Funktionen. Im Grunde existieren
hier zwei Losungsansatze. Die erste Moglichkeit ist eine Modifikation des Berech-
nungsalgorithmus, bspw. indem das Vorzeichen von x bei der Bestimmung des Ent-
scheidungsfaktors berticksichtigt oder beschrankt wird. Dies wiirde aber einen erhoh-
ten Verarbeitungsaufwand und damit hohere Berechnungszeiten erfordern. Der ande-
re Ansatz fur die Losung des Problems ist die Betrachtung der Abweichung von 1 bzw.
dem Winkel n/2. Aus der grundlegenden Identitit sin®(¢) + cos?(¢) = 1 folgt flir den Be-
reich |@|<m/2

cos(go):\/1—sin2(go):¢1—ar‘g'2 (3.6)

Somit gilt fur die Auswertung des Arguments
@=sgn (arg|-arccos (\/1 - argz) =sgn (arg)- (% — arcsin (x/ 1- argz)) (3.7)

was allerdings eine relativ aufwendige Manipulation des Eingangssignals darstellt.
Ferner greift Gleichung (3.7) den grundlegenden Zusammenhang zwischen Arkussi-
nus und Arkuskosinus auf, der bereits in Gleichung (2.54) aufgezeigt wurde. Fir die
Berechnung des Arkuskosinus ist daher kein eigener CORDIC-Prozessor notwendig.
Stattdessen kann fir das Argument der Arkussinus berechnet werden und anschlie-

8end von 90° bzw. 1/2 subtrahiert werden.

Des weiteren wurde — wie bei der Divisionsberechnung, eine Zeitsimulation durchge-
fuhrt . Dies fihrt zu dem Ergebnis, dass die Arkussinusberechnung nur mit einer Takt-

frequenz von maximal 40 MHz fehlerfrei realisiert werden kann.
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4 Implementierung und Test auf der Hardware

Abschliefdend wird der Entwurf auf der Hardware implementiert und getestet. Dazu
wird ein Board des Typs Nexys 4 Master von der Firma Digilent verwendet (siehe Ab-
bildung 4.), Auf diesem Board ist ein FPGA des Typs Artix-7 von der Firma Xilinx inte-
griert. Die Untersuchungen fanden im Labor der Fachhochschule Dortmund statt. An-
zumerken ist, dass aufgrund der Sperrung der Rdumlichkeiten fiir Studierende wegen
der Corona-Pandemie die Untersuchungen nicht von mir, sondern von Herrn Dipl.-
Ing. Rolf Paulus durchgefiihrt wurden.

&> N NI :
=5 1=1-1-1 1IC1 7
II_-I_ RN iy R = R

Abbildung 4.: Testhardware Board Nexys 4 Master (eigene Aufnahme)

Die Konfiguration des FPGAs wird uber einen Rechner durchgefiihrt, der tber den
USB Anschluss oben links mit dem Board verbunden wird. Des weiteren wird ein
Frontend fiir die Eingabe eingebunden. Dieses besteht aus 16 Schaltern, mit denen
Eingabegrofien als Bindrzahlen festgelegt werden. Des weiteren enthdlt das Board als
Backend eine achtstellige Siebensegmentanzeige, in welcher die Eingaben und Berech-
nungsergebnisse als Dezimalzahl im Ganzzahlformat, d. h. x-2%, dargestellt werden.
Dazu werden die letzten funf Stellen verwendet, wobei ggf. eine weitere Stelle fir die
Angabe des negativen Vorzeichens verwendet wird. Die erste Stelle dient der Spezifi-
zierung der Art des Wertes, bspw. zeigt das ,,r“ in Abbildung 4. an, dass es sich um das
Resultat der Berechnung handelt. Gesteuert wird das Board tuber die funf Push-but-
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tons, die sich in einer kreuzférmigen Anordnung rechts oberhalb der Siebensegment-
anzeige befinden.

Fir die Durchfiihrung der Divisionsberechnung wird das Board erst iiber den Reset-
Button zurickgesetzt. AnschliefSend kann der Wert fir X, d. h. der Divisor des zu be-
rechnenden Quotienten eingegeben werden. Nachdem die Eingabe mit dem Enter-Bu-
ton bestatigt wurde, kann der y-Wert, d. h. der Divvend eingegeben werden. Nach des-
sen Bestitigung wird die Berechnung durchgefiihrt und das Ergebnis angezeigt,
Durchgefiihrt wurden die Berechnungen,;

s y/x=1/23=7123...-2* Ergebnis; 713-27"
e y/x=213/-716 = -4874,0....27 Ergebnis: 4875271

Die Berechnungsergebnisse sind somit im Rahmen der zu erwartenden Genauigkeit.
Diese Berechnung wurde mit einer Taktfrequenz von 50 MHz durchgefihrt, die be-
reits durch die Simulation als grofStmogliche geeignete Frequenz bestimmt wurde.
Auch im Hardwaretest fihrt eine hohere Frequenz (hier 100 MHz) zu einer inkorrek-

ten Berechnung.

Ahnlich gestalten sich die Durchfithrung und die Ergebnisse der Hardwaretests fiir
die Akussinusberechnung. Im Unterschied zur Divisionsberechnung wird nur ein Ein-
gabewert benotigt. Bei mittleren Werten fiir diese Argumente ergeben sich ebenfalls
geringe Abweichungen, welche im Rahmen der zu erwartenden Genauigkeit liegen.
Die Berechnung fiir den Arkussinus wurde bei einer Taktfrequenz von 25 MHz durch-
gefuihrt. Des Weiteren wurde ihre korrekte Funktionsweise auch bei einer Frequenz
von 40 MHz verifiziert.

Somit bestatigen die Ergebnisse der Hardwaretests die Resultate der Simulationen
und belegen die prinzipielle Richtigkeit der beiden entworfenen Schaltungen und ihre
Eignung fir die Durchfiihrung der geplanten Berechnungen.
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5 Zusammenfassung

Die Evaluation mathematischer Funktionen ist ein hdufig auftretendes Problem in der
Verarbeitung von Messsignalen. Hierzu bieten sich mehrere Moglichkeiten an, die sich
wesentlich in Bezug auf den Hardwareaufwand, die Verarbeitungszeit und die Genau-
igkeit unterscheiden. In dieser Arbeit, die ein Teil des POLDI-Projektes zur Entwick-
lung eines kompakten optischen Winkelsensors darstellt, wird mithilfe eines FPGA die
Berechnung von Divisionen und des Arkussinus realisiert. Aufgrund der Rahmen-
bedingungen des Projektes, die einen maoglichst geringen Hardwareaufwand vorge-
ben, wird die Funktionsauswertung mithilfe des CORDIC-Algorithmus implementiert.

Der Voteil des CORDIC-Algorithmus in diesem Zusammenhang ist, dass die Funktions-
evaluation auf einfache Iterationen zurtickgefithrt werden, die ausschliefSlich Additi-
ons- , Subtraktions- und Verschiebeoperationen sowie eine Lookuptable begrenzten
Umfangs beinhalten. Die Vermeidung von Multiplikationen ermoglicht die Umsetzung

der Aufgabe mit geringem Hardwareaufwand.

Ausgehend von den grundlegenden Iterationsvorschriften der CORDIC-Algortihmen
zur Vectoring-Berechnung im Linearmodus und im Zirkularmodus werden in VHDL
zwei Module zur Berechnung der Division und des Arkussinus entworfen. Eine we-
sentliche Eigenschaft des Entwurfs ist seine Anpassbarkeit, die dadurch erreicht wird,
dass die einzelnen Iterationsschritte tiber generisch erzeugte Submodule realisiert
werden. Die Anzahl der Iterationsschritte ist theoretisch beliebig erweiterbar, wobei
aber nach 15 Schritten die maximale Genauigkeit erreicht wird, die innerhalb der vor-
gegebenen internen Signalldnge von 16 bit darstellbar ist. Des weiteren wird bei dem
Entwurf eine Pipeline-Struktur umgesetzt, in der mit jedem Arbeitstakt eine neue
Funktionsevaluation gestartet werden kann. Auf diese Weise wird ein grofstmoglicher

Durchsatz bei der kontinuierlichen Verarbeitung von Messwerten erreicht.

Der VHDL-Entwurf ist mithilfe der Entwurfssoftware ViVado simuliert als auch auf ei-
nem Testboard implementiert und getestet worden. Dadurch wurde die fehlerfreie
Funktion des Entwurfs verifiziert. Die Tests zeigen, dass sich die Divisionsberechnung
mit einer Taktfrequenz von 50 MHz realisieren lasst, wahrend fiir die Evaluation des
Arkussinus 40 MHz die Obergrenze darstellt. Die Genauigkeit der Berechnungen lie-
gen im Rahmen des Rundungsfehlers durch die Beschrankung des Zahlenformats. Zu
beachten ist allerdings, dass die Berechnungen jeweils nur bis zu einer definierten
Obergrenze durchfiihrbar sind. Bei der Division kénnen nur Quotienten, deren Betrag
sich auf weniger als 32767-2"%~1,999938.. belduft, berechnet werden. Die Berechnung
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des Arkussinus ist limitiert auf Werte, deren Betrag kleiner als 16326-2-14=0.9964... ist.
Diese Begrenzungen lassen sich moglicherweise durch eine Vorverarbeitung der
Messwerte umgehen.

Insgesamt belegen die Ergebnisse dieser Arbeit, dass der CORDIC-Algorithmus geeig-
net ist, die Berechnungen fiir den POLDI-Sensor mit geringem Aufwand und guter Ge-
nauigkeit umzusetzen. Er bietet sich daher dafiir an, auch andere Funktionsevaluatio-
nen, die in diesem Kontext erforderlich sind, umzusetzen.
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A. Theoretische Berechnungen mit Gleitkommazahlen

Tabelle A.1: Berechnungsschritte fiir arcsin(0,9) mit dem CORDIC-Algorithmus

i 21 arctan(2)  k; X; Vi d; Z;
0 1 0,785398 0,707107 0,607253 0,000000 1 0,000000 0,0000°
1 0,5 0,463648 0,894427 0,607253 0,607253 1 0,785398 45,0000°
2 0,25 0,244979 0,970143 0,303627 0,910880 -1 1,249046 71,5651°
3 0,125 0,124355 0,992278 0,531346 0,834973 1 1,004067 57,5288°
4 0,0625 0,062419 0,998053 0,426975 0,901391 -1 1,128422 64,6538°
5 0,03125 0,031240 0,999512 0,483312 0,874705 1 1,066003 61,0775°
6 0,015625 0,015624 0,999878 0,455977 0,889809 1 1,097243 62,8674°
7 0,0078125 0,007812 0,999969 0,442074 0,896933 1 1,112867 63,7626°
8 0,00390625 0,003906 0,999992 0,435067 0,900387 -1 1,120679 64,2102°
9 0,001953125 0,001953 0,999998 0,438584 0,898688 1 1,116773 63,9864°
10 0,0009765625 0,000977 1,000000 0,436829 0,899544 1,118726 64,0983°
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B. Theoretische Berechnungen mit 16-Bit-Fixkommazahlen

In den nachfolgenden Berechnungen bilden das verwendete Format einer vorzeichen-

behafteten 16-Bit-Fixkommazahl. Abziiglich des Vorzeichenbits und der Vorkomma-

stelle hat dieses Format 14 bindre Nachkommastellen. Daher werden alle Bruchteile,

die Kleiner als 1-2™"* ersatzlos gestrichen, d. h. es wir abgerundet.

Tabelle A.2: Berechnung von 1/23 mit Tabellenkalkulation

i X Vi Zi d; 21 Abweichung z-2"
0 23 1 0,000000 -1 1 -100,00% 0
1 23 -22° 1,000000 1 0,5 2200,00% 16384
2 23 -10,5 0,500000 1 0,25 1050,00% 8192
3 23 -4,75 0,250000 1 0,125 475,00% 4096
4 23 -1,875 0,125000 1 0,0625 187,50% 2048
5 23 -0,4375 0,062500 1 0,03125 43,75% 1024
6 23 0,28125 0,031250 -1 0,015625 -28,13% 512
7 23 -0,078125 0,046875 1 0,0078125 7,81% 768
8 23 0,1015625 0,039063 -1 0,00390625 -10,16% 640
9 23 0,01171875 0,042969 -1 0,001953125 -1,17% 704
10 23 -0,033203125 0,044922 1 0,0009765625 3,32% 736
11 23 -0,0107421875 0,043945 1 0,00048828125 1,07% 720
12 23 0,00048828125 0,043457 -1 0,000244140625 -0,05% 712
13 23 -0,005126953125 0,043701 1 0,0001220703125 0,51% 716
14 23 -0,0023193359375 0,043579 1 6,103515625E-05 0,23% 714
15  23-0,00091552734375 0,043518 1 3,0517578125E-05 0,09% 713




Anhang 60
Tabelle A.3 Berechnung von arcsin(0,5) mit Tabellenkalkulation
i X2 yr2! zp21 2! arctan(2™) d;
Startwerte 9952 0 0 - 1
0 9952 9952 12868 1 12868 -1
1 14928 4976 5272 2 7596 1
2 13684 8708 9286 4 4014 -1
3 14772 6998 7249 8 2037 1
4 14335 7921 8272 16 1023 1
5 14088 8368 8784 32 512 -1
6 14218 8148 8528 64 256 1
7 14155 8259 8656 128 128 -1
8 14187 8204 8592 256 64 -1
9 14203 8177 8560 512 32 1
10 14196 8190 8576 1024 16 1
11 14193 8196 8584 2048 8 -
12 14195 8193 8580 4096 4 -1
13 14196 8192 8578 8192 2 1
14 14196 8192 8579 16384 1
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